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Symetria, krasa a Uzitok

Veronika Galikova

Abstrakt

Symetria je pojem spdjajuci relativnost
a absolutnost’. Vykazovat’ symetriu znamena
mat  Crty, ktoré sa zachovaju napriek
nejakym zmendm. Menené aspekty su teda
Z hl'adiska symetrie relativne, a tie, ¢o ostali
zachované, absolutne. Je to tiez pojem
spajajuci krasu, hru a pravidlda. V nasom
texte sa pozrieme na tento jav v prirode,
umeni a vede.

Kruacové slova: symetria, transformacia,
invariant, krasa

Abstract

Symmetry is a concept combining relativity
and absoluteness. To show symmetry is to
have traits that are retained despite some
changes. Thus, the changed aspects are
relative in terms of symmetry, and those that
have been preserved are absolute. It is also
a concept combining beauty, play and rules.
In our text we will look at this phenomenon
in nature, art and science.

Keywords: symmetry, transformation,
invariant, beauty

Tato rozprava o symetrii je myslena ako predstavenie rozsiahleho vyskytu tohto javu. Prave tie
veci, ktoré sa vyskytuju vel'mi univerzalne, st niekedy nepovS§imnuté. V purpurovom svete by
slovo purpur azda ani neexistovalo, lebo by to bol aspekt patriaci ku vsetkému. Mozno by sa
zaviedlo, ak by existovali rozne miery purpurovosti — a v niecom podobna je situacia so
symetriou.

Ludia si niekedy davaju hadanky typu "Preco je havran ako pisaci stol" (Alica v krajine
zazrakov), a st radi, ak sa im podari najst’ aspon jeden zmysel, v ktorom veci suvisia. Ohl'adne
symetrie je tazko najst’ nieco, ¢o s nou nesuvisi. (Dokonca aj ten havran a pisaci stol maju
okrem iného *spolo¢né isté symetrie.). Podme sa na tento rozsireny jav, tak ¢asto brany ako
samozrejmost’, pozriet’ trochu sustredenejSie. Nakoniec pravidlo "rozmyslat' hlboko nad
jednoduchymi vecami" pozaduje prave toto — pozriet’ sa nanovo na veci "notoricky zname".

1 Co je symetria a pre¢o sa starat’
Tazko najst’ univerzalne prijata definiciu nie¢oho tak rozsireného v rozliénych kontextoch. Pre

ucely tohoto nasho pojednania budeme symetriu chapat’ nasledovne:

Ak po prevedeni urcitej transformécie na systéme ostane nejaka jeho charakteristika zachovana,
je tato transformacia v danom ohl'ade symetriou a spomenuta charakteristika invariantom.
Preco sa 0 symetrie zaujimat’:

e Hojny vyskyt symetrii naznac¢uje moznost’ siahnut’ na nejaky hlboky, spolo¢ny princip,
vlastny mnohym javom.

e Mame sklon ich rozpoznavat'. Vyuzime talent, ak nejaky mame. Hl'adat’ stratené kl'uce
tam, kde je trava najnizsia a osvetlenie najlepsie, nie je zla stratégia, ak nevieme, kde

! Napriklad havran aj pisaci stol stivisia s povestou istého romantického basnika.
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sme ich stratili. Tam, kde je viac svetla, mame asponi $ancu hl'adanu vec najst’, ak tam
je.

e Ajbez toho, aby sme im celkom rozumeli, uz sa ukazali ako nairamne pekné a uzito¢né:
sprevadzaju ich vzory a pravidelnosti, ktoré umoznuja klasifikaciu (poriadok v systéme)
objektov, komprimaciu dat, sivisia so zdkonmi zachovania. Tazko adekvatne zdoraznit’,
aké dopady ma tento aspekt napriklad na fyziku — zlepsuje predpovednu schopnost’
teorii a je akymsi mostom K ich rozsireniu.

2 OCcividné a inak viditel’né

Pozrime sa najprv na typické priklady symetrie, vo vseobecnosti ¢asto spajané s tymto javom
vd’aka vizualnemu prejavu. Na obrazkoch niz$ie mame tri systémy: motyl’, snezienka a kvet
pakostu. Na kazdy z tychto objektov mozno aplikovat’ ista transformaciu bez toho, aby sme
obrazok vizualne zmenili. Takymi transformaciami je pootocenie snezienky o celociselny
nasobok tretiny celej otacky, pootocenie pakostu o celociselny nasobok pétiny celej otacky,
pootocenie motyl'a 0 celociselny nasobok celej otacky, zrkadlové "preklopenie" tychto objektov
vzhladom na isté osi. Pri motyTovi je to os prechadzajiica pozdizne jeho telom, pri kvietkoch
je takychto osi viac.

Obr. 1. Prechadzky po lese ako prilezitost’ na studium pravidiel krasy

Citatel'a azda zarazi uvedenie "celej otacky" ako symetrie. Ved je to také samozrejmé ... nie je
azda podoba vsetkého "imunna", invariantnad voci takejto transformacii? Toto pripomina
"purpurovost” v purpurovom svete zmieneni v tUvode. 2Tolko veci je invariantnych,
symetrickych v zmysle jednej otacky o 360° ... To vsak neznaci nezaujimavost takejto
transformacie, ale fakt, Ze suvisi so symetriou niecoho, ¢o je spolo¢né vSetkym tym veciam, €0
boli vzhl'adom na iu invariantné. So symetriou samotného priestoru! Toto je "purpur” v zmysle
naSho podobenstva z Gvodu, a skiimanie jeho "samozrejmosti" uZ prinieslo par vytriezveni
Z predstav, ako samozrejmostiam rozumieme (antihmota a jej pomer k hmote je len jeden
z prikladov).

Postupme k d’alSim typom symetrie, azda menej znamym pod tymto menom:

Kazdé maciatko je priblizne osovo symetrické ("zrkadlovym" spdsobom), ale uvazujme ako
systém nie jedno zvieratko, ale celi svorku. St tu potom d’al$ie operacie, ktoré mozno previest

2 Ale s tym rozdielom Ze na§ svet ani nie je cely purpurovy. St objekty, ktoré treba oto¢it’ o dvakrat "celd otacku”,
aby operacia bola symetriou. Ale to je pribeh, o ktorom treba azda pojednat’ podrobnejsie inokedy.
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a pritom priblizne zachovat’ obrazok ako je. Mozno vymenit dvoji¢ky podobnych maciatok —
dve sivé v strede alebo dve hnedé vpravo. Takémuto poprehadzovaniu poradia sa hovori
permutacia. Nie kazda permutacia je v tomto pripade "farebnou" symetriou; keby sme
permutovali roznofarebné maciatka, zmena farebnosti obrazka by bola badatelna. Ale kazda
permutécia je "maciatkovskou" symetriou. (Vymenené alebo nie, stale st to maciatka.)

Obr. 2. Preco je svorka maciatok roztomilejsia ako stcet roztomilosti jednotlivych zvieratiek?

Symetria sa oddavna spéja s krasou, a treba sa zamysliet’, akl réznorodu symetriu vnimame
ako krasnu. Predstavme si luku plni margarétok alebo obilné pole. Jednotlivé kvietky alebo
klasy maju svoje geometrické symetrie, ktoré prispievaju svojim dielom k celej nadhere, ale je
tu este aj (okrem mnohého iného) permutaénd symetria, ktord malokedy explicitne
spomenieme, ale azda ma podiel na tom, Ze krasa pola ¢i luky je viac ako len suma kras
jednotlivych prvkov. A tu je aj naznak javu "emergencie" o ktorom sa vedu debaty medzi
vednymi odbormi®. V nasom pripade je to otazka toho, ¢i na zaklade vlastnosti komponent —
jednotlivych margarétok, travin atd’. vieme povedat’ vSetko o celku (like). Tu to vyzera, ze nie.
Permutacna symetria kytice sa nepopiSe na zaklade znalosti symetrie jednotlivych margarétok
— da sa povazovat za vlastnost’ celku, o ktorej ani nebolo ako hovorit’ jazykom jednotlivych
¢asti. Alebo sme medzi ¢asti nezahrnuli vsetko.

3 Hon za krasou

Symetrie nielen objavujeme ako krasu, ale ich principy pouzivame, ked’ chceme nieco krasne
vytvorit. V klasickom umeni je spojenie obzvlast’ vyrazné.

Najprv sa pozrime na vizualnu, geometrickt symetriu v umeni. Rozli¢né staré stavby oplyvaju
mnohorakou symetriou. Tato bola ¢asto volena aj z praktickych dovodov. Ked'Ze sily posobiace
na stavbu vykazuji urcité symetrie, zrkadlia sa tieto aj v kompenzécii tychto sil opornym
systémom stavby — usporiadanim murov, stipov, nosnikov, oblukov atd’. Tento oporny systém,
prisposobeny symetrii vplyvov posobiacich na stavbu, sa tak aj sdm stava ozdobou.

Ked’ Michelangelo predstavil svoje vel'dielo — Pietu, I'udia sa pozastavovali nad mladistvym
vzhl'adom Bozej Matky. Poznamenajme tu ¢osi ohl'adne zndzornenia tejto mladistvosti. Vel'mi
k nej prispieva fakt, ze tvar Panny Marie je takmer dokonale symetricka, ako tomu byva u vel'mi
mladych lI'udi. Ked’ sa bunkam dari, dari sa im symetricky. Problémy nastavaji nerovnomerne

3 VePmi zhruba napriklad o tom, &i biologia je len aplikovana chémia a chémia len rozvinuta fyzika
atdbmového obalu a podobne.
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— drobné urazy s jazvami, poSkodené zasobovanie zivinami ¢i prasknuté zilky,
a pravdepodobnost’, Ze nieco také nastane, sa u nas kumuluje s Casom.

4 .

Mladost je tizba Zivd po Rrise,
je hlas nebesky v zemskom ohlase,
je nepoRoj dust svity,

je td mohutnost, ¢o slavu hlada,
je Rvetin lisky rajskd zdhrada,

je anjel v prachu zaviaty!

. 5 gnd N
| @ b e " A

Obr. 3. Hradanie pravidiel krasy

V literatare je symetria tiez do istej miery vizualna — aj akusticka ¢i pojmova ... Predstavme si
napriklad basen s viazanym verSom. Aj cudzinec neovladajuci jazyk, v ktorom je napisana, Si
moze vSimnut’ isti periodicitu — a periodicita je symetriou. Prislusnou transformaciou, ktora
"nejaky aspekt zachovava', je posunutie sa o vers ¢i niekol’ko versov dalej, a zachovavajuca sa
vec moze byt kombinacia hlasok na konci, alebo aj melodia celého versa a pod. Mnoho
umeleckych prostriedkov v literature vyuziva symetriu v abstraktnejsom zmysle — napriklad
prirovnanie, paralela, podobenstvo nam poskytuji ako systém dve porovnavané veci ¢i Situacie,
a prechod od jednej k druhej zachova to, o maju spolo¢né, ¢im sa podobaju.

S hudbou a tancom je to podobné ako s basnami a d’alsimi umeleckymi prejavmi pouzivajiucimi
periodicitu — refrény, opakujiuce sa motivy a pod. st istym druhom symetrie (a nie jedinym,
ktory sa tu da najst).

Obr. 4. Hra bez pravidiel je bezo zmyslu

4 Architektura na oblohe

Spomenuli sme v stvislosti so starymi stavbami, ako ich oporny systém zohl'adinoval symetrie
vonkajsich vplyvov. Pozrime sa teraz na takéto "vplyvy", sily v prirode. Nielen $truktury
postavené ¢lovekom vykazuju symetrie — tieto sa odrazaju v tvare hviezd, slnecnej sustavy
a galaxii, snehovych vlociek a hladiny mora ...

Jednym z najnépadnejSich tvarov v slnecnej stistave je subor do seba vlozenych koncentrickych
sférickych vrstiev, "obalok" dohromady tvoriacich gul'u. Takyto tvar ma Slnko, Mesiac,

8 G - slovensky casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 20 (2023), ¢islo 40, s. 5 — 18
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planéty ... ZloZenie sa meni v zévislosti od vzdialenosti r od stredu. Jednotlivé vrstvy sa liSia
materidlom, teplotou, hustotou ... Material v ramci jednej takejto Skrupinky je priblizne rovnaky
vo vsetkych smeroch (napr. Zem tvori vynimku, ¢o sa tyka vrstvy poslednych niekol’ko
kilometrov pri povrchu). Teda je tu rotacné symetria, odraz symetrie Newtonovho gravitatného
zakona, podla ktorého Castica hmotnosti m patriaca do Skrupinky s polomerom r podlieha
gravitatného vplyvu hmoty M v guli ohrani¢enej touto Skrupinkou:

£ _gMm

r.2

Obr. 5. Sféricka symetria je obl'ibeny vzor v Slne¢nej ststave

Stéricka symetria nebeskych telies je o€ividnd; vSimnut’ si symetriu na Grovni matematickej
formulky je niekedy trochu menej samozrejmé, pretoze to vyzaduje vSimnut si na ¢om
z hradiska skimaného javu nezalezi. Ak napriklad zmenime vzdialenost’ od stredu r, sila bude
ina— nazmene vzdialenosti od stredu z hT'adiska velkosti sily zaleZi. Ale ak prevedieme rotaciu
aporovname velkost sily na dvoch miestach v rovnakej vzdialenosti od stredu, len pooto¢enych
jedno vzhladom na druhé (sférické suradnice 6, ¢ st rozne pre dané miesta), velkost’ sily
ostava rovnaka, je to z hl'adiska takychto transformacii invariant. Ked’ze na natoceni z hl'adiska
velkosti sily nezalezi, body liSiace sa len takouto symetrickou transformaciou su z hl'adiska
daného invariantu ekvivalentné.

Skumanie symetrii vyzaduje niekedy takéto "Citanie medzi rovnostami® a potom spravnu
interpretaciu, ¢o je vec cviku a poznania istych matematickych trikov. Upozornime napriklad,
ze ak formulka ml¢i o nejakej veli€ine, stale s iou moze mat’ vela spolo¢né, pretoze veli¢ina
tam moze byt skryto vyjadrena cez iné. Napriklad v nasej formulke pre velkost sily
nevystupuje explicitne kartezianska suradnica X — ale je tam skryto vo vzdialenosti r. A opacne,
ak aj formulka hovori explicitne o nejakych veli¢inach, neznamena to, Ze Ziadna ich zmena
nemodze byt symetriou. Napriklad vzorec pre velkost’ gravitacnej sily je mozné napisat’ aj

v kartezianskych suradniciach, teda ako
Mm
F=CG——-
X“+y +1z

Vsetky kartezianske suradnice X, y, z tu explicitne vystupuju, a je pravda, ze zmena
ktorejkol'vek jednej z nich nie je symetriou ¢o sa velkosti sily tyka. Ale existuje cela trieda
Specidlne koordinovanych zmien tychto stradnic (rotacie), kde zmena jednej kompenzuje
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zmenu inej prave tak, aby sa zachovala kombinacia X2 + y? + z2 = r? relevantna pre velkost
sily — a teda, aby sa aj tato zachovala.

Poucenim okrem iného je, zZe rozpoznat’ symetriu nie je celkom trividlna vec. Existuju subory
matematickych nastrojov uzito¢nych pri love symetrii. Niekol'ko ich je spomenutych d’alej
Vv tomto texte. Ak sa ¢lovek s obmedzenymi ¢asovymi moznostami rozhoduje, do ktorej partie
matematiky investovat’ ¢as, Stidium pojmov ako symetria, ekvivalencia a invariant je
konzervativna vol'ba s takmer istym vynosom, vzhl'adom nato, Ze v sucasnej fyzike tieto pojmy
suvisia prakticky so vSetkym.

5 Poézia periodickej tabul’ky

Symetrie by sme teda mohli zmienit’ v suvislosti s kazdou partiou fyziky. A nielen tej. Chémia
ma ako svoju zékladnu zbierku dat periodicku tabulku prvkov. VVzory a pravidelnosti v tychto
datach su jav doteraz plne nepopisany. Snad’ kdesi v matematickej divocine este nenarusenej
Pudskymi snahami c¢akaji rovnice, ktorych symetrie zrkadlia asponi c¢iastoéne pravidla
elektronovych orbitalov. Ale zatial’ sa podarilo najst’ rovnicu, ktora taktto tilohu prijatel'ne plni,
iba pre prvy prvok, vodik. Na jej zaklade sa da ¢osi ustudit’ aj o ostatnych, a do istej miery takéto
priblizné tvahy funguju. Elektronové konfiguracie atomovych obalov sa vSak daju
reprezentovat’ istymi modelmi aj bez toho, aby nam bolo o nich vSetko jasné — nakoniec ani pre
ten prvy vodik nam vsetko jasné nie je. S uvedenym upozornenim, ze sa pohybujeme na
nevel'mi porozumenej pode, pod'me razne poobdivovat’ prvky v tabulke.
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Obr. 6. Verse v orbitaloch. Zdroj: sciencenotes.org/printable-periodic-table

Je tu opdt’ mnozstvo symetrii. Aka poeticka by mala byt veda, ktorej zakladné data st ulozené
vo versoch rymujucich sa po celej dizke: riadky tabulky javia opakujtce sa $truktury nielen na
konci, v poslednom stipci, ale vo vsetkych! Obaly atomov v jednom stipci maji rovnaké
"koncovky", pocet valenénych elektronov. Postupom k prvkom s vyssim poctom elektronov
sledujeme aj pribuidanie "refrénov", typov orbitalov v d’al$ich a d’alsich energetickych vrstvach.
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A to sme este len pri prvkoch — vlastne prevazne pri ich obaloch. Jadrové Struktury,
usporiadania nuklednov vytvaraji d’alsie aspekty celej skladby, nepochybne dokonale zladené
s tymi obalovymi, akurat o nich vieme eSte menej.

Aj na druhej strane skaly, vdcSej ako obaly jednotlivych atomov, vo svete chemickych
("obalovych") interakcii, sa vytvaraja Struktary s d'alSimi symetriami, o ktorych nemalo zmysel
hovorit’ na urovniach mensich ako molekuly. O tychto tiez vieme menej ako tam je.

6 Je celok len sumou casti?
Symetria moze byt charakteristikou urcitej rodiny objektov, nie nevyhnutne jednotlivych ¢lenov.

Vratme a este k tomu najjednoduchsiemu atomu — vodiku. Bez zachadzania do technickych
detailov vypoctov pripomenme, ze jeho jediny elektron sa pohybuje v poli jeho jediného
protonu. Pole budené protonom je sféricky symetrické, ako bolo zakdédované uz v
Coulombovom zékone pre klasicku elektrostaticktl interakciu. Odkial’ sa potom beru orbitaly
vyssich excitovanych stavov elektronu v poli protonu — ktoré jednotlivo nemusia sféricka
symetriu vykazovat™?

Tato otazka nas privadza k symetrii vyskytujucej sa ako charakteristika rodiny objektov
(v nasom pripade vSetkych rieSeni Schrodingerovej rovnice, resp. k symetrii tejto rovnice
samotnej), nie nevyhnutne jednotlivych ¢lenov (tu: jednotlivych rieSeni). Rodina vsetkych
moznych orbitalov dohromady vykazuje aj symetrie, ktoré sa jednotlivym ¢lenom pripisat’
nedaju. Kvantové orbitaly sii vec nebezpecna na vizudlne interpretacie, ale tu sa moézeme
odkazat’ na fakt, ze aj Newtonovska gravitacna interakcia vykazovala podobny jav. Intenzita
gravitatného pol'a, povedzme Sinka, je sféricky symetricka — ale poloha planéty v kazdom
jednotlivom case vybera vyznaény smer od Slnka, teda narGi$a symetriu. Podstatné je, ze cela
orbita uz ist¢é symetrie ma, a subor vSetkych moznych orbit (aj ked’ touto planétou
nezrealizovanych) ma symetrie ako zakon, ktorym sa riadia.

Obr. 7. Lupene, orbitaly, riesenia Obr. 8. Kvet, atom, rovnica

Vezmime eSte nazornejsSiu situdciu: jednotlivé lupienky sedmokrasky nemaji symetriu, ktora
vykazuje ich rodina — cely kvet. Tymto sa pridava d’al$i argument pre jav "emergencie"
spominany v predoslych odsekoch. Vyzera to tak, ze vlastnosti celku tazko vSetky vysvetlit
iba na zaklade vlastnosti Casti. Minimalne nie v zmysle takych Casti a takych vlastnosti, s akymi
tu nardbame. Otazka, ¢i existuje nejaky zmysel, v ktorom spomenuty redukcionizmus
(redukujuci celok na sumu casti) funguje, ide d’aleko za ramec tohto textu a pojmu symetrie.
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Totiz méze byt’ jeden zdkladny princip za vSetkym, ale nevyzera to tak, ze by sa skimanim
jednotlivosti ako Castice, interakcie a pod. dal cely preskumat’. Ci sa da preskumat’ skimanim
celku je tazko povedat’, kym si neujasnime, ¢o vSetko do celku patri.

7 Objav ¢i predpoklad symetrie?

Povedali sme si, Ze mnoho objektov a javov v prirode vykazuje isté pravidelnosti. Nie vSetky
vidime a rozoznavame na prvy pohlad. Pri §tadiu prirodnych tkazov a nasich pokusoch
popisovat’ ich matematickymi modelmi nastavaju rozli¢né situacie:

e Objav (symetria a posteriori): Zac¢iname s istym modelom a symetria je rozpoznana ako
jeho crta. Napriklad, ak mame nejak(i rovnicu, povedzme empiricky ziskand,
a rozpozname ze ma nejaké symetrie, potom sa ndm na ich zaklade ponukaji rozli¢né
triky na jej riesenie. Prepis do "vhodne zvolenych" suradnic je len jednym z nich.

e Predpoklad (symetria a priori): Za¢iname s predpokladom, Ze skimany jav vykazuje
nejaktl konkrétnu symetriu a matematicky model budujeme s tymto predpokladom.
Napriklad model pre Maxwellovo rozdelenie rychlosti molektl, Lagranzian pre
Standardny model ¢asticovej fyziky, Schwarzschildova alebo ,,kozmologicka* metrika
boli navrhnuté s ohl'adom na predpokladané symetrie systémov, ktoré popisuju.

e Kombinacia vyssie uvedeného. Spomenme si na symbolické obrazky drevenej
skladacky vyssie. Jednotlivé kusky maji isté osové symetrie; ak mame vsetky poruke
a ak ich poskladame spravne, vysledna hviezdica ma este d’alSie symetrie, o ktorych
nemohla byt re¢ na tirovni jednotlivych Casti. Vo fyzike sme ¢asto v situacii, ked’ nam
nie je ani jasné, ¢o vsetko vobec patri do abstraktnej "skladacky", teda ¢i mame vsetky
dieliky v rukach, ani aku symetriu ma vykazovat vysledny systém. Postupujeme
metodou pozri-skus-oprav hl'adaj (d’alsie dieliky) — hadaj (d’alsie symetrie, ktoré zatial
nevidno) a nepredstieraj, ze si uz videl vsetko.

8 Nerobit’ zavery pred koncom

Pri hladani pravidelnosti v prirode sa ¢asto pouziva estetické hl'adisko. Spomenme si v tejto
stvislosti na davny pribeh, ked’ sa objavil Keplerov model sIne¢nej sustavy. Predpokladali sa
kruhové orbity a suvislost’ s "hudbou sfér”, v ktorych by lezali. Kruhové orbity sa povazovali
za mimoriadne krasne a dokonalé. Teda, ak uz krivka ma mat’ krivost’, tak vSade rovnaku.
Poniektori azda privitali elipsy s akymsi roz€arovanim. A to eSte nie celkom uzavreté elipsy,
vzhl'adom na pozorované stacanie perihélia!

Obr. 9. Vykresleny slne¢no-planetarny kvietok nie je menej pekny
ako mnohokrat obehnuta kruznica
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Eliptickost’ a neuzavretost’ orbit by vSak asi nepovazovali za esteticku chybu ani l'udia s vel'mi
tvrdohlavymi a konven¢nymi predstavami o tom, co je pekné, ak by sa na pohyb planéty
pozerali dostato¢ne dlho a z dostato¢ného nadhl'adu.

Ak zvazime este Sirsie hl'adisko (a va¢si nadhl'ad), pripomenieme si relativitu a sivis gravitacie
a geometrie, prideme k tvrdeniu, Ze planéta vlastne ide rovno v ramci ¢asopriestoru.

Nejdeme tvrdit, Ze vSeobecna relativita je uz posledné slovo vo fyzike, vel'mi pravdepodobne
nie. Fyzika je mlada veda a zdanie, ze je pokrocila, je relativne. Ale uz sa pestuje dost’ dlho na
to, aby nam aj ona poskytla par naznakov, ze ak sa nam nieco v prirode javi ako "nie také pekné
ako by mohlo byt™, je to pravdepodobne preto, ze bud’ mame mizerny vkus, alebo sme este
nevideli cely obraz.

Predstavme si lienku v strede kvetu slnec¢nice, ako skuma systém okolo seba. V najblizsom
okoli niekol’kych milimetrov vidi ¢osi ako na prvom obrazku niz$ie. Je tu ista periodicita, azda
trochu rotacnej symetrie jednotlivych zrniek. Ked sa jej podari preskimat’ trochu viac,
povedzme tak 5-7 cm okolo stredu, objavi krasne $piraly a azda Fibonacciho postupnost’ s nimi
spojenti. Mozno uz zaéne robit’ ich extrapolacie a ma pripravené predpovede, aké vel'ké zrnka
akych tvarov ocakavat' vo vzdialenosti povedzme dva metre od stredu. Vyberie sa teda
sebavedome pozdiz jednej zo $piral overit’ svoje predpovede ... a narazi na akusi $truktaru novej
farby aj textary — a predpoklada, Ze svet predsa len nie je taky "pekne usporiadany", ako sa
zdalo. Ked’ vsak odsttpi do vzdialenosti tych zmienenych dvoch metrov, azda v inom smere
ako planovala, vidi nova symetriu, o ktorej predtym nevedela nic.

Obr. 10. A ¢o este ked uvidi celé pole ...

Toto podobenstvo stale operuje s vizualnymi symetriami. Avsak do "nadhl'adu, z ktorého vidno
viac", spada nielen doslovné odstupenie par krokov, ale aj celkovy posun uvazovania, azda
K inym pojmom ako mame zauzivané. Toto plati pre mnoho spdsobov poznavania. Vo fyzike
sa takym nadhladom moéZe ukazat skumanie situdcie vo fdzovom priestore namiesto
konfigura¢ného; v zakrivenom casopriestore namiesto euklidovského priestoru; zahrnutie
viacerych komponentov do systému namiesto ich umelého vynechdvania ak bytostne patria
k sebe, atd. Niekedy to chce genialne jednoduchy napad, a potom casto ovladanie
matematického aparatu, ktory by pomohol previest kvalitativny ndpad na kvantitativne
overitel'né predpovede.

A obcas znalost’ matematického aparatu moze inspirovat’ aj ku kvalitativnym napadom.
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9 Matematicky arzenal

Spomenuli sme matematicky aparat na uchopenie symetrii vo fyzike. Vzhl'adom na to, ako
velmi sa ich skimanie osvedcilo ako zdroj novych poznatkov, aj prislusny aparat bol aktivne
rozvijany ([1], [2]). Spomenme tu aspon kl'ucové slova, s ktorymi sa citatel’ moze vydat’ na
prieskum matematickych a fyzikalnych oblasti za a¢elom Stidia symetrii.

Transformacie — tu obvykle znacia prechod od jedného objektu k inému. Napriklad od sady
kartezianskych suradnic k sade sférickych, alebo od jedného atdomového orbitalu k inému, alebo
od jedného stavu systému k inému (¢asovy vyvoj je teda tiez transformaciou). Ak tieto nieco
zachovavaju (teda napriek tomu ze transformacia na systéme bola prevedena, nie¢o ostalo ako
bolo predtym), hovorime o nich, Ze st (z hl'adiska zachovaného aspektu) symetriami.

Invarianty — st prave veci, vlastnosti, objekty, aspekty zachovavajtce sa pri transformaciach.
Dost’ ¢asto je takou transformaciou prave ¢asovy vyvoj a invariantom veli¢ina nemeniaca sa
v case, konstanta pocas vyvoja. Vyznam zakonov zachovania vo fyzike tazko vobec doceni
niekto, kto este neriesil do detailov vyvoj nejakého realneho dynamického systému. Doriesenie
problému mobze zavisiet od toho, ¢i si clovek vsimne, Ze nejaka kombinacia
nezavislych zavislych premennych a ich derivacii je maskovana konstanta. Uved’'me niekol’ko
znamych zakonov zachovania z fyziky v suavislosti so symetriami, ktoré ich platnost
podmienuju: zachovanie energie (za predpokladu homogenity casu; tvar fyzikalneho zakona
popisujuceho systém nezavisi explicitne od c¢asu), zachovanie hybnosti (za predpokladu
homogenity priestoru, v ktorom sa systém pohybuje), zachovanie momentu hybnosti (za
predpokladu izotropie priestoru okolo systému).

Ekvivalencia — objekty prepojené symetrickou transformaciou su ekvivalentné vzhl'adom na
invariant, ktory transformacia zachovava. Napriklad dva body na sfére st spojené rotaciou,
a z hladiska vzdialenosti od stredu (invariant pri rotacii) su ekvivalentné. Alebo: dve inercialne
vztazné sustavy spojené Lorentzovou transformaciou su ekvivalentné z hlradiska rychlosti
svetla — v oboch je rovnaka.

Grupy — boli zavedené pri skimani symetrii algebraickych rovnic, ale ich vyuzitie je teraz
omnoho SirSie. Ak sa niekde vyskytuje sada transformacii, ktoré si symetriami nejakého
systému (teda pri prechode od jedného jeho stavu k inému nieCo zachovavaju, nemenia),
obvykle sa daja reprezentovat’ ako grupa. Napriklad rotacie tvoria grupu symetrii sféry.

Lieove algebry — stavisia s grupami spojitych transformacii (napriklad rotacie v euklidovskom
priestore) a faktom, ze spojité transformacie sa Casto daju spravit’ "po troche", teda ako zlozenie
mnohych malych. Malé transformacie maju vyhodu v tom, Ze funguju linearne, ¢o by mal
docenit’ kazdy, kto sa uz potrapil s aspon kvadratickou rovnicou.

Killingove vektory — generatory symetrii na hladkych varietach. Hladké variety mozu
reprezentovat’ spojiti mnozinu stavov systému, krivky v nich postupnost’ stavov, teda vyvoj.
Symetrie zakédované v Killingovych vektoroch vel'mi ul'ah¢uju predpovede vyvoja.

Jetovy priestor — je sposob ako symetriu diferencialnej rovnice ponat geometricky.
Diferencialne rovnice st uz klasickou sucastou mnohych odvetvi, a nepozname univerzalny
algoritmus ako ich riesit. Pozname také algoritmy pre niektoré typy, a Casto s to typy
vyznacujuce sa istymi symetriami. Prave abstraktny jetovy priestor pomaha s geometrickou,
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casto doslova vizualnou predstavou abstraktnej rovnice. Na nezndmu funkciu vystupujucu
v diferencialnej rovnici a jej derivacie sa pozerame ako na suradnice jetového priestoru,
a samotnd rovnica nam potom reprezentuje nejaktl (nad)plochu v fiom. (Nad)plochy su
geometrické objekty, a na ich skimanie sa potom daju nasadit’ geometrické triky, ktorych je (aj
vd’aka vizualnej nazornosti v nizsich rozmeroch a ich analdégiam vo vyssich) pomerne hojne.

Klasifikacia, hierarchia, degeneracia, Struktura spektier ... — tieto vyrazy sa vyskytuji vo
viacerych oblastiach fyziky a malokedy (ak vobec) bez vel'mi uzkeho suvisu so symetriami.

10 Notorické neznaci porozumené. Symetria za integrac¢nou konstantou

Prave pre vel'mi rozsiahle uplatnenie symetrii v matematike je aj zodpovedajuci aparat vel'mi
rozmanity a tazko nie¢o spomentt’ bez vynechania mnohych aspektov, ktoré by si zasluzili
Vv danej suvislosti zmienku. Na ilustraciu teda uved’'me notoricky zname pripady, s ktorymi st
Studenti oboznamovani hned’ ako sa naucia riesit’ neurcité integraly — hoci ¢asto bez toho, aby
sa symetria zdoraznila (tento pristup je napraveny napriklad v [3]).

Korko skolskych pisomiek uz bolo pokazenych "zabudnutim integracnej konstanty"! Namiesto
"zamienky na nizSie bodové hodnotenie", ako to niektori azda vnimaja, v§ak ide 0 priznak
symetrie istého typu diferencidlnych rovnic — jeden z tych priznakov, ktoré kedysi sluzili
Sophusovi Lieovi ako podnet na skimanie a vyvoj aparatu dnes znameho ako teoéria grip
pomenovanych po nom. Sophus Lie skumal vlastnosti diferencidlnych rovnic. Analytické
skiimanie vlastnosti zahffia Stadium istych pravidelnosti — a to je v podstate iné slovo pre
symetrie.

Pozrime sa, ako sa symetria ¢rta v spominanej suvislosti. RieSenie integralu typu
y(x) =J. f (X) dx (ktorého stéastou je "nezabudnut’ integraéna konstantu") mézeme vnimat’

ako zaverecny krok rieSenia diferencialnej rovnice

dy
&_f(x). )

Akt symetriu ma tato rovnica? Co je tu transformaciou zodpovedajucou danej symetrii? Teda
akll operaciu mozeme previest' tak, aby sme nie¢o charakteristické nezmenili? A ¢o je ta
charakteristickd vec, ktort mame zachovat? Typicky ked riesime rovnicu, moézeme ju
prepisovat’ na iné tvary, z ktorych vidno riesenie o nieco I'ahsie ako z predchadzajucich, ale
mnozina rieseni by mala byt pre vsetky tieto tvary rovnice rovnaka. Teda zachovat by sme
mali rodinu rieseni. Pre lepsiu geometricku predstavu reprezentujme riesenie ako graf — krivku

y(x). Nasa rovnica (1) nam vlastne hovori, ze sklon tejto krivky (%) zavisi len od X, nie od y.
X

Teda graf mézeme prestivat’ v rovine v smere osi y — ziskavame tak nové a nové krivky, lisiace
sa konstantou (to je ta notoricka spomenuta vyssie), ale vSetky st grafmi rieSeni nasej rovnice.

Vezmime si pre ilustraciu konkrétny priklad

dy 1

dx  x
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Riesenia si y(X)= 2Jx +¢, kde ¢ oznaguje Tubovolnti konstantu. Vymena jednej takejto

konstanty za int efektivne znamena prechod od grafu jedného rieSenia na graf iného — tiez
riesenia.

2\ 42

2\

Obr. 11. Niekol’ko rieseni rovnice ﬂ = 1

dxﬁ

K rovnici (1) sme sa dostali zdanlivo ako k vedl'ajsiemu objektu od zmienky o integracnych
konstantach. Akoby sme symetriu (zmena konstanty, posun v smere osi y) poznali vopred
a skumali, ktory objekt ju ma (diferencidlna rovnica istého typu). Teraz sa vSak priam ponuka
napad ist’ naopak. Mohlo by sa jednat’ o nejak(i symetriu a nasledne navod: ako z jedného
riesenia vyrabat’ iné, keby na pravej strane naSej jednoduchej diferencialnej rovnice bola len
nejaka funkcia g(y)?

dy _
2=9(y). @)

Teraz nam rovnica hovori, ze krivka y(x) predstavujuca riesenie ma sklon nezavisly od posunu
v smere osi X. Teda ak mame jedno rieSenie a jemu zodpovedajtci graf, potom posunom tohto
grafu pozdiz osi x (to je tu symetrické transformacia) dostavame krivky zodpovedajtace d’al§im
rieSeniam. Vezmime opat’ konkrétny priklad rovnice typu (2)

dy_1
dx vy’

Riesenia st y(x)=4/2(x+c), kde ¢ oznacuje Tubovolnii konstantu. Vymena jednej takejto

konstanty za int efektivne znamena prechod od grafu jedného rieSenia na graf iného — tiez
riesenia.

V2 (z+3)

Obr. 12. Niekol'ko rieseni rovnice ﬂ = i
dx vy
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Vyskusajme si este prirodzene sa ponukajici typ rovnice, ked hladana krivka Y(X)
predstavujuca rieSenie ma sklon nezavisly od posunu v smere oboch osi:

&,
dx
kde k je konstanta. Teda ak mame jedno rieSenie a jemu zodpovedajici graf, potom posunmi
tohto grafu pozdlz osi x alebo y dostavame krivky zodpovedajtice d’alsim rieseniam. Vezmime
opit’ konkrétny priklad rovnice typu (3)
Y _,
dx

©)

Riesenia su priamky y(X) = 2X + ¢, kde ¢ oznacuje T'ubovol'na konstantu. V§imnime si, ze teraz
moézeme grafy jednotlivych rieSeni vnimat’ ako popostuvanie jedného riesenia v smere o0si X,
alebo v smere osi y.

2x—3
2

2r+3

Obr. 13. Niekol’ko rieseni rovnice % =2

X
Zhrime si nase pozorovania:

e Ak sklon hradanej funkcie y(x) je len funkciou x (teda 3—y= (x)) a nezavisi od y,
X
potom posun grafu jedného riesenia v smere y nam vyrobi grafy d’alSich rieSeni.

e Ak sklon hradanej funkcie y(x) je len funkciou y (teda g_y = g(y)) a nezavisi od X,
X

potom posun grafu jedného riesenia v smere X nam vyrobi grafy d’alSich rieSeni.

e Ak sklon hradanej funkcie y(x) nezavisi od x ani y (teda % = konst.), potom posun
X

grafu jedného riesenia v smere x alebo y nam vyrobi grafy dalSich rieSeni.

Vsimnime si vyznaény symptom symetrie — ista vol'nost’ v situacii. Nie¢o moze byt zmenené
bez zmeny niecoho iného. Na nieCom nezalezi (je to len relativne relevantna crta) ohl'adne
niecoho, na com zalezi (absolutna ¢rta). (Vo vyssie uvedenych prikladoch nezalezalo trebars na
roznych posunoch, a zalezalo na splneni rovnice.) Tieto jednoduché priklady st len ukazkami
omnoho Sirsieho javu. Z jedného rieSenia a znalosti symetrie sa daju skonstruovat’ d’alsie.
Symetria moze byt vo vSeobecnosti menej nazorna ako "postvanie grafu" v kartezianskej

G - slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 20 (2023), Cislo 40, s. 5 — 18 17



Veronika Galikova

sustave, a jej rozpoznanie moze vyzadovat' vel'a dovtipu a sktsenosti (ktoré ale ¢asto pomahaju
prepisat’ problém tak, aby sa znovu jednalo o "posun grafu" v nejakych suradniciach). Vyssie
uvedené priklady vSak mozu sluzit’ ako moznost’ sa so symetriou zoznamit' — aj ked’ je to pri
prilezitosti, kde prave jednoduchost’ situacie zvadza k povrchnému pohladu a ignorovaniu
hlbsich principov. Cesta vpred v mnohych vedach vsak vedie prave cez objaventi jednoduchost’.

11 Symetria spoloénej agendy

Bolo by absurdné pokusat’ sa v ramci takéhoto prehl'adového textu do detailov vysvetl'ovat
suvislosti vSetkych pojmov, ktoré stvisia so symetriou. Ale bolo azda namieste zmienit’ aspon
nicktoré; ak sa s nimi Citatel’ stretne, nech si spomenie, ze pomahaja vo vede vyuzivat’ symetriu
podobne, ako to znalost’ rytmu, rymov, refrénov a pod. umoziuje umelcom v poézii a hudbe.
A mozno potom pouvazovat, ¢i nie je nejaka symetria medzi tymito oblastami T'udského
snazenia — ¢i vsetky napriek rozlicnym odlisnostiam a transformaciam nemaji mat’ spolo¢né
nieco dolezité. Napriklad Ciel’.

Tento clanok ziskal financovanie z vyskumného a inovacného programu EU Horizon 2020
Vv ramci Marie Sklodowska-Curie Dohody o grante ¢. 945478.
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Jednodilny rotacni hyperboloid
Nalezeni parametrizace a vytvoreni vizualizace v programu Maple

Alice Kralova

Abstrakt

V ¢lanku jsou odvozeny parametrické rovnice
jednodilného rota¢niho hyperboloidu. Ty jsou
ddle pouzity pro vytvotfeni vizualizace této
plochy v programu Maple.

Klicova slova: jednodilny rotacni
hyperboloid, zborcena plocha, parametrické

Abstract

In this article, we present derivation of
parametric equations of a one-sheet rotational
hyperboloid.  Using these equations it is
possible to create a graphical representation
of this surface in the Maple program.

Keywords: circular hyperboloid of one sheet,
warped surface, parametric equations, Maple

rovnice, Maple

1 Uvod

V tomto ¢ldnku odvodime tvar parametrickych rovnic jednodilného rotacniho hyperboloidu,
které nasledné vyuZijeme pro vytvoreni vizualizace této plochy v programu Maple. Nékteré
z uvedenych postupti by bylo moZzné modifikovat na dalsi plochy technické praxe.

2 Definice a vlastnosti jednodilného rota¢niho hyperboloidu

Jednodilny rotacni hyperboloid patii mezi zborcené kvadriky. Jednd se o pfimkovou plochu
2.stupné. Zakladni definice tikd, Ze je tvofen mnoZinou vSech piimek, které protinaji zadané
tii vlastni (fidici) mimobé&zky, které nejsou rovnobézné s zZadnou rovinou. Termin zborcend
primkovd plocha oznacuje vlastnost, Ze v navzdjem ruznych bodech obecné tvofici piimky
jsou te¢né roviny plochy také navzdjem rizné. Disledkem toho je, Ze takovouto plochu nelze
rozvinout do roviny.

Jednodilny rota¢ni hyperboloid je zaroven rotacni plochou, kdy kolem osy rotuje
e hyperbola, pficemz osa rotace je jeji vedlejsi osou,
e piimka, kterd je s osou rotace mimobézna a neni k ni kolma.

Nyni uz vime, co se stane, pokud kolem osy rotuje pifimka, kterd s ni neni totoZnd. Rotaci
vznikne

e rotacni valcova plocha, pokud je pfimka s osou rovnobézna,

e rotacni kuzelova plocha, pokud je pfimka s osou rtiznobézna a neni k ni kolma,

G — slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 20 (2023), Cislo 40, s. 19 — 34 19



Alice Kralova

e jednodilny rota¢ni hyperboloid, pokud je pfimka s osou mimobé&zna a neni k ni kolma4,

e celd rovina, pfipadné rovina bez kruhové oblasti, pokud je pfimka k ose kolma.

Budeme uvazovat zadani jednodilného rota¢niho hyperboloidu jako plochy, ktera vznikne rotaci
useCky AB kolem osy z. Bod A zvolme v plidorysné tak, Ze bude leZet na ose 1. kvadrantu,
takze je Ala;a;0], kde a > 0. Bod B nechf lezi ve vySce v > 0, pfiemz jeho pudorys B;
umistime symetricky podle osy x na osu 4. kvadrantu. To znamend, Ze B|a; —a;v]. Plocha je
pak omezena kruZnicemi ve vodorovnych roviniach z = 0 a z = v, po nichZ se body A a B
pohybuji. Obé& kruZnice maj stejny polomér a+v/2, ktery je v pidorysné dany vzdalenosti bodu A
resp. bodu B; od poéétku soufadnicového systému O|0; 0; 0].

Bod na tdsecce AB, ktery je ose z nejblize, vytvaii svoji rotaci hrdelni kruznici s nejmensim
polomérem. Jedna se o bod H [a; 0; v/2], takZe polomér hrdelni kruZnice je roven hodnoté a.

Poloha obecného bodu X na tsecce AB je ddna vztahem
X=A+tt AB kdet e (0,1).
Protoze vektor AL = B — A = (0; —2a;v), jebod X [a; a — 2at; vi].

Polomér kruZznice, po niZ bod X rotuje, je dan jeho vzdalenosti od osy rotace z, kterou najdeme
jako vzdalenost jeho pidorysu X [a; a — 2at; 0] od pocétku O.

—
O0X; = (a;a —2at;0),

r=|0X1| = +/a®+ (a —2at)? + 0 = 2a\/12 — t +0,5.

Uvazujme bod Y, ktery vznikne pootocenim bodu X o obecny thel ¢ ve vodorovné roving.
Jeho poloha je pro ¢ € (0,27) at € (0, 1) ddna vztahy

xr=r-cosp, y=r-sing, z2=v-t,

které vyjadiuji hledanou parametrizaci odpovidajici ¢asti plochy rota¢niho hyperboloidu.

Obr. 1. Zadani jednodilného rota¢niho hyperboloidu
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3 Zobrazeni jednodilného rotacniho hyperboloidu v Maplu

Zobrazeni rota¢niho hyperboloidu v Maplu je ddno jeho parametrickymi rovnicemi. Jestlize do
této parametrizace dosadime konkrétni hodnotu dhlu ¢, ziskdme jednu vétev hyperboly, jejiz
rotaci by hyperboloid rovnéz mohl vzniknout. Abychom zadani jednotlivych pootocenych poloh
vétve hyperboly nemuseli vypisovat ru¢né, pouzijeme v zapisu cyklus for. V programu Maple
tedy mame nasledujici posloupnost piikazi, které generuji obraz hyperboloidu, pfi¢emz jsme
zvolili hodnoty a = 5 av = 14.

Obr. 2. Zobrazeni jednodilného rota¢niho hyperboloidu v Maplu

> restart:with (plots) :

> bl:=color=navy:b2:=color=maroon:b3:=color=red:b4d:=color=brown:
tl:=thickness=5:

> a:=5:v:=14:

> r:=2*a*sqrt (t"2-t+0.5):

> RH:=plot3d([r*cos (phi), r*sin(phi),v*t],t=0..1,phi=0..2*P1i,
style=patchnogrid) :

> k_A:=spacecurve ([a*sqgrt (2) *cos (phi),a*sqrt (2) *sin(phi), 0],phi=0..2*P1i,
bl,tl):

> k_B:=spacecurve ([a*sqrt (2) *cos (phi),a*sgrt (2) *sin (phi),v],phi=0..2*P1i,
bl,tl):

> k_H:=spacecurve ([a*cos (phi),a*sin(phi),v/2],phi=0..2*Pi,b2,tl) :

> for i from 0 by 1 to 7 do H(1i) :=spacecurve ([r*cos (i*Pi/4),r*sin(i*Pi/4),v*t]
,t=0..1,b3,tl) end do:

> display (RH,k_A,k_B,k_H,H(0),H(1),H(2),H(3),H(4),H(5),H(6),H(7),axes=framed
,scaling=constrained) ;

Pokud bychom chtéli na hyperboloidu zobrazit isecku AB, pouZijeme k tomu odvozené sou-
fadnice bodu X, ktery na ni lezi. Jestlize tiseCku AB nésledné otocime kolem osy rotace z
o libovolné zvoleny uhel, bude tato tsecka rovnéz Casti plochy, a takto vytvorené vzdjemné
mimobézné dsecky budou na plose generovat 1. piimkovy regulus.

Pokud body A a B oto¢ime o thel % kolem osy z, ziskdme body 'A[0; av/2; 0] a 'Blav/2; 0; v].
Prot € (0,1) je

X =W+t -(B-1A4)= [a\/ﬁt; aVv2 — av/2t; vt]

parametrizace pooto¢ené usecky 'A'B.
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Podobné pii otofeni tseCky AB o tihel I ziskame body *A[—a;a;0] a °Bla;a;v] a pak je
2X = [~a+2at; a; vit].

V téchto vypoctech bychom mohli pokracovat a do programu Maple zapsat piikazy

a:=b5:v:=14:

AB:=spacecurve([a,a-2*a*t,v*t],t=0..1,b4,tl):
AB_rl:=spacecurve ([a*sqgrt (2)*t,a*sqgrt (2) *(1-t),v*t],t=0..1,b4,tl):
AB_r2:=spacecurve ([-at2*a*t,a,v*t],t=0..1,b4,tl):

vV V. V V

Oznaceni jednotlivych usecek bychom pak vlozili do ptfikazu display.

Obr. 3. Otoc¢ené polohy tsecky AB v pudorysu
Misto tohoto zlouhavého postupu, kterym navic snadno ziskdme pouze pootocené polohy tusecky
AB pro celo¢iselné ndsobky thlu 7, nechdme pracovat Maple.

Parametrizaci bodu X pifipadné 2X ziskdme tim, Ze sloupcovy vektor tvofeny xz-ovou a y-ovou
soufadnici bodu X vyndsobime matici otocenti, jejiz tvar je

V2 V2

p o[ cose —sin wz_% 9 9
¥\ sing cosyp N V2 V2
2 2

Soufadnice z se pii otd¢eni neméni. V Maplu zaddme piikazy

> restart:with (Student [LinearAlgebral) :
> X:=<a,a-2*a*t>;

a
Xo= { —2at+a}
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R:=RotationMatrix (Pi/4);

V2o V2
R:= 2 2 ]
v2 o V2
2 2
X1l:=simplify (R.X);
. Viat
Xj'_-[-—via(t—l)

with (plots) :bl:=color=brown:tl:=thickness=4:

a:=5:v:=14:

r:=2*a*sqrt (t"2-t+0.5):
RH:=plot3d([r*cos (phi), r*sin(phi),v*t],t=0..1,phi=0..2*P1,
style=patchnogrid) :

AB:=spacecurve ([a,a-2*a*t,v*t],t=0..1,bl,tl):
AB_rl:=spacecurve ([X1[1],X1[2],v*t],t=0..1,bl,tl):

AB_r2:=spacecurve ([ (RotationMatrix (Pi/2) .X) [1], (RotationMatrix (Pi/2) .X) [2]

,v*t],t=0..1,b1,t1):

Tvar posledniho piikazu pro otoCenou polohu isecky AB o thel 5 bychom v modifikované verzi
pouZili pro dalSi pfirozené nasobky dhlu 7. Oznaceni vSech poloh tsecky AB bychom nésledné
vlozili do piikazu display.

>

display (RH,AB,AB_rl1,AB_r2,AB_r3,AB_r4,AB_r5,AB_r6,AB_r7,
axes=framed, scaling=constrained);

Opét plati, Ze piikazy pro zadani oto¢enych poloh tsecky AB neni tieba vypisovat jednotlivé,
pokud pro jejich zadani pouZijeme cyklus for. Pro zvolené hodnoty a = 5 a v = 14 ziskdme

otocené polohy tsecky AB pojmenované AB_r (1) aZ AB_r (7) jedinym piikazem

> for k from 1 by 1 to 7 do AB_r (k) :=spacecurve ([ (RotationMatrix (k*Pi/4) .X) [1]

, (RotationMatrix (k*Pi/4) .X) [2],v*t],t=0..1,bl,tl) end do:

0 -2 —4 °F

Obr. 4. Pfimky 1. regulu na rotaénim hyperboloidu
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UZziti matice otoceni ndm umoziuje snadno zobrazit pfimku 1. regulu v poloze dané libovolné
zvolenym thlem ¢.
Pokud bychom chtéli vytvorit animaci, v niZ se pfimky 1. regulu pohybuji po plose, je tfeba
obecny tvar matice otoCeni R, vynasobit se sloupcovym vektorem obsahujicim soufadnice z a y
bodu X. Tim ziskdme vektor

(acosp — asinp + 2atsing; asin g + acos p — 2atcosg0)T.

Soufadnice z je rovna soucinu v - t. V animaci nahradime thel ¢ posuvnikem pos, ktery se méni
od 0 po 27. Pfi pohybu miizeme vykreslovanou dseCku zachytit v nékolika polohach vloZzenim
parametru trace.

Soucasné je mozné na ploSe zobrazit pohyb hyperboly, jejimz otdCenim kolem osy rotace z
plocha vznika. V parametrizaci hyperboloidu

(r-cosg; r-sing; v-t),kder = 2a/t2 —t+05at € (0,1),
nahradime thel ¢ dalSim posuvnikem pos; ,, ktery se pro jednu vétev hyperboly bude ménit od
—35 do 7 a pro druhou vétev hyperboly bude v mezich od 7 do 37”

Abychom uvedené intervaly prevedli na spole¢ny interval (0, 27), pouZijeme vztahy

pos —m pos + 7

2

pos; = N\ posy; =

2

P Pa by P o F P T

Obr. 5. Pohyb kfivek po rotaénim hyperboloidu

Posloupnost piikazi je v Maplu nasledujici:

restart:with (plots) :
bl:=color=brown:b2:=color=red:tl:=thickness=4:

a:=5:v:=14:

r:=2%*a*sqrt (t"2-t+0.5):
RH:=plot3d([r*cos (phi), r*sin(phi),v*t],t=0..1,phi=0..2*P1i,
style=patchnogrid) :

> P:={[a*cos (pos)—a*sin(pos)+2*a*t*sin (pos),
a*sin(pos)t+a*cos (pos)—-2*a*t*cos (pos),v*t]},t=0..1,bl,tl:
A:=animate (spacecurve, [P],pos=0..2*P1i, frames=50, trace=8) :
Hl:={[r*cos ((pos—-Pi)/2),r*sin((pos—Pi)/2),v*t]},t=0..1,b2,tl:
A_Hl:=animate (spacecurve, [H1],pos=0..2*Pi, frames=50) :

vV V. V V V

vV V V

24 G — slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 20 (2023), Cislo 40, s. 19 — 34



Jednodilny rotacni hyperboloid ...

> H2:={[r*cos ((pos+Pi)/2),r*sin((pos+Pi)/2),v*t]},t=0..1,b2,tl:
> A_H2:=animate (spacecurve, [H2],pos=0..2*Pi, frames=50) :
> display (RH,A,A_Hl,A_H2,axes=framed, scaling=constrained);

4 Animace vzniku rotac¢niho hyperboloidu v Maplu

Dalsim krokem je vytvoreni animaci, které ukazuji vznik rotacniho hyperboloidu bud'to rotaci
hyperboly, nebo rotaci usecky AB, kolem osy z.

Pfi praci s hyperbolou zobrazime jeji vétve vi a v2, které jsou dany hodnotami thlu ¢ = 0
a ¢ = m v parametrizaci hyperboloidu. Vznikajici plocha hyperboloidu sestava z Casti tvorené
pohybem vétve v1 a z C4sti tvofené pohybem vétve v2. V prvni ¢asti plochy je rozsah uhlu ¢
omezen od 0 po hodnotu posuvniku pos;, ktery je v intervalu (0, 7). Druhd ¢ast plochy ma
tihel ¢ od 7 do pos,, kde pos, € (m, 27). Pro spole¢ny posuvnik pos € (0, 27) jsou pouzity
prevodni vztahy

_ pos + 27

-

Zobrazeni plochy jest€ vylepSime znazornénim kruznic ve vodorovnych rovinach z = 0,z = v
az=uv/2.

pos
pos; = 5 N\ posy

> restart:with (plots) :

> pbl:=color=red:b2:=color=navy:b3:=color=violet:tl:=thickness=5:

> a:=5:v:=14:

> r:=2*%*a*sqrt (t"2-t+0.5):

> vl:=spacecurve([r,0,v*t],t=0..1,bl,tl):

> v2:=spacecurve([-r,0,v*t],t=0..1,bl,tl):

> RHl:={[r*cos (phi), r*sin(phi),v*t]},t=0..1,phi=0..pos/2, style=patchnogrid:

> A_RHl:=animate (plot3d, [RH1],pos=0..2*Pi, frames=50) :

> RH2:={[r*cos (phi), r*sin (phi),v*t]},t=0..1,phi=Pi.. (pos+2*Pi) /2,
style=patchnogrid:

> A_RH2:=animate (plot3d, [RH2],pos=0..2*Pi, frames=50) :

> Hl:={[r*cos(pos/2),r*sin(pos/2),v*t]},t=0..1,bl,tl:

> A_Hl:=animate (spacecurve, [H1],pos=0..2*Pi, frames=50) :

> H2:={[r*cos ((pos+2*Pi)/2),r*sin((pos+2*Pi)/2),v*t]},t=0..1,bl,tl:

> A_H2:=animate (spacecurve, [H2],pos=0..2*Pi, frames=50) :

> O0l_A:={[a*sqrt (2) *cos (phi),a*sqgrt (2) *sin(phi), 0]}, phi=0..pos/2,b2,t1l:

> AnimOlA:=animate (spacecurve, [O1_A],pos=0..2*Pi, frames=50) :

> 02_A:={[a*sqrt (2) *cos (phi),a*sqrt (2) *sin(phi),0]},phi=Pi.. (pos+2*Pi) /2,
b2,tl:

> AnimO2A:=animate (spacecurve, [02_A],pos=0..2*Pi, frames=50) :

> O01_B:={[a*sgrt (2) *cos (phi),a*sqgrt (2)*sin(phi),v]},phi=0..pos/2,b2,tl:

> AnimOlB:=animate (spacecurve, [01_B],pos=0..2*Pi, frames=50) :

> 02_B:={[a*sqrt (2) *cos (phi),a*sqrt (2) *sin(phi),v]},phi=Pi.. (pos+2*Pi) /2,
b2,tl:

> AnimO2B:=animate (spacecurve, [02_B],pos=0..2*Pi, frames=50) :

> Ol_H:={[a*cos (phil),a*sin (phi),v/2]},phi=0..pos/2,b3,tl:

> AnimOlH:=animate (spacecurve, [O1_H],pos=0..2*Pi, frames=50) :

> 02_H:={[a*cos (phi),a*sin(phi),v/2]},phi=Pi.. (pos+2*Pi)/2,b3,tl:

> AnimO2H:=animate (spacecurve, [02_H],pos=0..2*Pi, frames=50) :

> display (A_RH1,A_RH2,A_H1l,A_H2,v1,v2,AnimOlA,AnimO2A,AnimO1B, Anim0O2RB,

AnimOl1H, AnimO2H, axes=framed, scaling=constrained) ;
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Obr. 6. Vznik hyperboloidu rotaci hyperboly

Pokud chceme zobrazit vznik hyperboloidu rotaci dsecky A B kolem osy z, vhodné upravujeme
parametrizaci, kterd definuje jeji otocené polohy.

restart:with (plots) :
bl:=color=brown:b2:=color=navy:b3:=color=violet:tl:=thickness=5:
a:=b5:v:=14:

RH:={[a*cos (phi)-a*sin (phi)+2*a*t*sin (phi),
a*sin(phi)+a*cos (phi)-2*a*t*cos (phi),v*t]},t=0..1,phi=0..pos,
style=patchnogrid:

> A_RH:=animate (plot3d, [RH],pos=0..2*Pi, frames=50) :

AB:=spacecurve ([a,a-2%*a*t,v*t],t=0..1,bl,tl):

P:={[a*cos (pos) —a*sin(pos)+2*¥a*t*sin (pos),

a*sin(pos)ta*cos (pos)—-2*a*t*cos (pos),v*t]},t=0..1,bl,tl:

A:=animate (spacecurve, [P],pos=0..2*Pi, frames=50, trace=8) :

kA:={[a*cos (phi)-a*sin (phi),a*sin (phi)+a*cos (phi),0]},phi=0..pos,b2,tl:
Anim_kA:=animate (spacecurve, [kA],pos=0..2*Pi, frames=50) :

kB:={[a*cos (phi)+a*sin (phi),a*sin (phi)-a*cos (phi),v]},phi=0..pos,b2,tl:
Anim_kB:=animate (spacecurve, [kB],pos=0..2*Pi, frames=50) :

kH:={[a*cos (phi),a*sin(phi),v/2]},phi=0..pos,b3,tl:
Anim_kH:=animate (spacecurve, [kH],pos=0..2*Pi, frames=50) :

display (AB,A_RH,A,Anim_kA,Anim_kB,Anim_kH, axes=framed, scaling=constrained) ;

vV V. V V

\ARY

vV V.V V V V VYV

Obr. 7. Vznik hyperboloidu rotaci dsecky
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Doposud jsme na hyperboloidu zobrazovali pouze tsecky nélezejici 1. pfimkovému regulu.
Na plose ovSem existuje i 2. ptimkovy regulus, jehoZ pfimky jsou opét vzdjemné mimobézné,
pfi¢emZ libovolné dvé piimKy z 1. a 2. regulu jsou spolu rtiznob&zné.

Ddle vytvofime model plochy, ktery bude pfipominat chladici véZ jaderné elektrarny. Protoze

horni hrani¢ni kruznice ve vodorovné roviné mé v tomto piipadé mensi polomér nez dolni
hrani¢ni kruznice ve vodorovné rovin€, zménime rozsah parametru ¢ na interval od 0 do 0,85.

Postup pro zobrazeni usecek, které patii 1. pfimkovému regulu a jsou oto¢enou polohou tsecky
AB, jsme uvedli vyse. Protoze plast chladici véZe nesahd az na zem a jsou pod nim Zelezobeto-
nové podpéry, které geometricky odpovidaji tvotficim tuseCkam plochy, bude rozsah parametru ¢
pro usecky 1. regulu od —0,15 do 0,85.

Usecka C'D 2. regulu bude mit bod C' totoZny s bodem A tisecky AB 1. regulu, pfi¢emZ tento
bod lezi na dolni hrani¢ni kruznici plasté plochy. Pidorysy usecek 2. regulu jsou také te¢nami
pldorysu hrdeln{ kruZnice plochy, v obr. 3 je C,D; = ?B; ?A.

V prostoru je C|a; a; 0] a D[—a; a; v], takZe obecny bod U € C'D vyjadiime jako
U:C’+t-@: l[a —2at; a; vt].

Rozsah parametru ¢ upravime na (—0,15; 0,85).

i T AT T A

h
|

8—p
—4 S
-2 9 7 x 0 2 —4 —6

Obr. 8. Rotaéni hyperboloid jako chladici véZ jaderné elektrarny

Dalsi pootoc¢ené polohy dsecky C'D na ploSe ziskdme vyndsobenim x-ové a y-ové soufadnice
bodu U s matici otoceni R,,. Soufadnice z zlstdva rovna v - t. PoZadovany vysledek ndm dava
posloupnost piikazii

restart:with (Student [LinearAlgebral):

X:=<a,a-2*a*t>:

with (plots) :bl:=color=brown:b2:=color=navy:tl:=thickness=4:

a=5:v:=14:

r:=2*a*sqrt (t"2-t+0.5):

RH:=plot3d([r*cos (phi), r*sin (phi),v*t],t=0..0.85,phi=0..2*P1,

style=patchnogrid) :

AB:=spacecurve ([a,a-2*a*t,v*t],t=-0.15..0.85,bl1,tl) :

> for i from 1 by 1 to 7 do AB_r (1) :=spacecurve ([ (RotationMatrix (i*Pi/4) .X) [1]
, (RotationMatrix (i*Pi/4) .X) [2],v*t],t=-0.15..0.85,bl,tl) end do:

> CD:=spacecurve ([a-2*a*t,a,v*t],t=-0.15..0.85,b2,tl):

vV V. V V V V

\2
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> U:=<a—-2*%*a*t,a>:

> for j from 1 by 1 to 7 do CD_r (j) :=spacecurve ([ (RotationMatrix (jJ*Pi/4) .U) [1]
, (RotationMatrix (j*Pi/4) .U) [2],v*t],t=-0.15..0.85,0b2,tl) end do:

> display (RH,AB,AB_r(l),AB_r(2),AB_r(3),AB_r(4),AB_r(5),AB_r(6),AB_r(7),CD,
Cb_r(1),CDh_r(2),CD_r(3),CD_r(4),CD_r(5),CD_r(6),CD_r(7),axes=framed,
scaling=constrained) ;

Pro zadany jednodilny rotacni hyperboloid jsme nalezli parametrizaci ve tvaru

r=r-cosp, y=r-singp, z=wv-t,kder =2a\/t> —t+0,5.

Upravou téchto rovnic lze nalézt vyjadieni hyperboloidu v implicitnim tvaru.

2
x2+y2:r2:4a2-(t2—t+0,5):4a2- (Z——E+O,5> =
v

02
4a® o 4a? 2 2
:F(Z _ZU+075U>:F' [(2—0,50) +0725U}:
4 2
:%~(z—0,5v)2+a2.
v
Tedy
4a* 2 2 y* (2—050)°
xz—l—yQ—F-(z’—Ojv) =ad = E—i_ﬁ_—qﬂ =1.
4

Asymptoty hyperbol na ploSe, které maji vedlejsi osu v ose rotace z, vytvareji asymptotickou
kuZelovou plochu. V roviné y = 0 budou této kuZelové ploSe patfit pifimky

coz je zfejmé z toho, Ze ptislusnd hyperbola plochy v roviné (x, z) m4 stied [0; %} a jeden vrchol
charakteristického obdélnika ma soufadnice [a; v]. Tyto pffmky jsou feSenim jediné rovnice

(-5) =g

z2— =) =— 2%
2 4a?
asymptoticka kuZelova plocha mé tudiZ implicitni vyjadieni ve tvaru
2 2
2

2
(z—%) :4v—az~x2+4v—az-y2 = (2az—av)’ =0 2?4+ 2

Pro zobrazeni hyperboloidu s kuzelovou plochou pouZijeme nésledujici prikazy, v nichz je
u definice ploch tfeba zadat parametr grid, kterym se nastavi hustota sit€, pomoci niZ jsou
objekty vykreslovany.

> restart:with (plots) :
> rovH:=(2*%a*z/v-a) "2=x"2+y"2-a"2;

2
2
rovH = (az —a) = —a?+ 22+
v

> rovK:=(2%a*z-a*v) "2=v"2*x"24+v 2%y 2;

rovK = (—av + 2az)° = v?2? + v?y?
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\%

a:=5:v:=14:

> RH_impl:=implicitplot3d(rovH,x=-a*sqrt(2)..a*sqrt (2),
y=—-a*sqgrt (2)..a*sqrt(2),z=0..v,grid=[100,100,100], style=surface):

> K_impl:=implicitplot3d(rovK, x=-a..a,y=-a..a,z=0..v,grid=[100,100,100],
style=surface) :

> display (RH_impl,K_impl, axes=framed, scaling=constrained);

Obr. 9. Jednodilny rota¢ni hyperboloid s asymptotickou kuZelovou plochou

Poznamenejme, Ze z implicitni rovnice asymptotické kuzelové plochy plyne jeji parametrizace
ve tvaru

t tsi t

. cosgp7 ) = smgo’ z:i—+2
v v 20 2

pro thel ¢ € (0,27) a parametr t € (0, a - v).

Stejny vysledek ziskdme, jestlize implicitni rovnici zadavajici plochu asymptotického dvojkuzele

nahradime parametrizacemi piislusnych kuzelovych ploch, v Maplu tedy piSeme

> Kl:=plot3d([t*cos (phi)/v,t*sin(phi)/v,t/ (2*a)+v/2],t=0..a*v,phi=0..2*Pi,
style=patchnogrid) :

> K2:=plot3d([t*cos (phi)/v,t*sin(phi)/v,-t/(2*a)+v/2],t=0..a*v,phi=0..2*P1,
style=patchnogrid) :

> display (RH_impl,K1l,K2,axes=framed, scaling=constrained) ;

Pro tplnost dodejme, Ze rovnobéznym posunutim tvoficich pifimek 1. a 2. regulu hyperboloidu
do jeho stfedu by asymptotickd kuzelova plocha rovnéZ vznikla.

Hyperboloid a asymptoticka kuZelova plocha maji v nevlastni roviné€ spole¢nou nevlastni regu-
larni kuZelosecku, z ¢ehoz plyne, Ze pokud bychom nerozliSovali mezi regularni a singuldrni
kuzeloseckou, jsou fezy hyperboloidu a asymptotické kuZelové plochy zvolenou rovinou stej-
ného typu. Oba fezy jsou tedy kuzeloseCkou typu elipsa, parabola nebo hyperbola. Protneme-li
napiiklad obé plochy rovinou obsahujici jejich spolecnou osu rotace, bude kuZzelova plocha
profata ve dvojici svych riznobéznych povrsek a fezem rota¢niho hyperboloidu bude hyperbola,
coZ znamend, Ze oba fezy jsou typu hyperbola.
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Kazdym bodem jednodilného rota¢niho hyperboloidu prochédzeji dvé riiznobézné piimky 1.a 2. re-
gulu, které v tomto bodé€ urcuji tecnou rovinu hyperboloidu.

Zadavajici useCku A B, jejiz rotaci kolem osy z hyperboloid vznikl, jsme parametrizovali vztahy
AB = (a; a —2at; vt) prot € (0,1).

Pro ménici se hodnoty parametru ¢ budeme odpovidajicim bodem 7" € AB prokladat pfimku
2. regulu, a tim urcovat polohy te¢nych rovin hyperboloidu podél isecky AB. V pidorysu musi
byt ptimka C'D 2. regulu te¢nou hrdelni kruZnice h s rovnici

? +y =d.
Te¢na této kruznice mé pro bod dotyku H o soufadnicich [x; o] rovnici
T-x0+y -y = a’.

Souradnice bodu dotyku H prozatim nezname, ale vime, Ze na tecné lezi bod 7" usecky AB,
jehoZz soutfadnice do rovnice dosadime, tedy

a -9+ (a—2at)-yp=a*> = xg=a—(1-2t)-yo=a+ (2t —1) - y.

ProtoZe je bod H bodem hrdelni kruZznice h, dosazenim soufadnice x, vznikne kvadraticka
rovnice pro promeénnou ¥, ve tvaru

(a+ 2t —1)-yo)* + 2 = a®.
Rovnici vyfesime v Maplu zadanim piikazi

> Rov:=(a+ (2*t-1)*y_0) "2+y_0"2=a"2;
- 2 2 _ 2
Rov:=(a+ (2t —1)y0)" +y.0°=a

> y_0:=solve (Rov,y_0);

a(2t—1)
0:=0, -2
Y T2 — ot 41
> x_0O:=simplify(at+(2*t-1)*y_0[2]);
2 _
0 _2att=1)
2% — 20 +1

Vidime, Ze jedna hodnota ¥, je rovna 0, coZ je y-ova soufadnice bodu H usecky AB na hrdeln{
kruZnici h. Zajima ndas tedy druha hodnota 7, kterd urcuje y-ovou soufadnici hledaného bodu
dotyku H € h, ktery lezi na usecce C'D. Dopocitanim z-ové soufadnice jsme urcili, Ze

— fa-2t-(1—1t) a-(1—2t)}

22 —2t+1 7 22 —2t+ 1

Hledan4 te¢nd rovina 7 v bod& T rota¢niho hyperboloidu je uréena tfemi body 7', H a H, pfi¢emz

— 2t (11—t (1 =2t
T=[a;a—2at;vt],H:[a;O;E},H:[a ( ) a( )-E

2 202 -2t +17 22 -2t +17 2]
Rovnici te¢né roviny 7 ur¢ime na zdklad€ nulového determinantu, ktery bude obsahovat vektory
7T . .
H X , ﬁ a HH,kde X je obecnym bodem roviny.
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v
T —a zZ—=
Y 2
1
0 a—2at v-(t——) =0
2
(2t —1)2 2t — 1
— e — .=~ 0
202 -2t + 1 212 -2t + 1

V determinantu jsme prvek p na pozici ve 3. fadku a v 1. sloupci urcili v programu Maple a ve
vypoctech budeme pokracovat:

> p:=simplify(x_0-a);

. (2t—1’a
22 -2t +1
> with(linalg) :
> M:=array(1..3,1..3,[[x-a,y,z-v/2],[0,a-2*a*t,v*(t-1/2)]1, [p,y_01[2],011);
r—a Y z—3
1
M = 0 —2at + a U<t—§)
_ (2t=1%a _ a(2t-1) 0
202 21+1 202 21+1

> tau:=det (M) =0;

2t—12a 2atv — 4datz — 2yvt — 2av + 2az + vr + yv
Y Yy 0
g =
2(2t2—2t—|—1)

Rovnice roviny 7 je tedy
2atv — 4datz — 2yvt — 2av 4 2az + vr + yv = 0,
coZ upravime do tvaru
r-v+y-v(l—=2t)+2-2a(1—2t)—2av(1—1t)=0.
Najdeme parametrizaci usecky Ql)) kterd patii 2. regulu a prochazi bodem 7. Usetka C'D

je uréena smérovym vektorem 7'H, jehoZ soufadnice spocitdme. Soufadnice x je rovna vyse
uvedené hodnoté p, souradnici y ur¢ime pomoci Maplu jako hodnotu ¢, souradnice z = v (% — t) .

> g:=factor(y_0[2]-(a-2*a*t));

2at(2t—1)(t—1)
22— 2t +1

Je tedy

C[’_ﬁ:( a(2t —1)% 2at(2t—1)(t_1);v<1_t)>.

22t 17 22— 2t+1 2

— — —
Obecny bod X na pfimce C'D vyjadiime jako X =T + u - T'H, takze je
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<~ | a2-12* 2at (2t — 1) (t — 1) 1
X—[a Uy _2t+1,a 2at +u 27 o1+ 1 ;vt +uv 5 t)|.

Stanovime hodnotu parametru u tak, aby z-ové soufadnice bodu X byla nulov4, a tedy bod X
splyval s krajnim bodem C' tvofici tsecky C'D. Po dpravé vychazi, 7Ze u = Qf—fl a bod
o —a (2t —1) a(2® —4t+1)
22 —2t+17 22 —-2t+1 7

Dile uréime hodnotu parametru u tak, aby z-ovd soufadnice bodu X byla rovna v, a bod X
splyval s krajnim bodem D tvorici dse¢ky C'D. Po dpravé vychdzi, ze u = 2:=2 a bod

51
Do —a (2 —4t+1) —a(2* —1)
- 22 —2t+1 T 22—2t4+1" |’

Tvary soufadnic bodii C' a D ur¢ime pomoci piikazii v Maplu

> ul:=2*t/(2*t-1):
> x_C:=simplify (atul*p);

a(=22+1)
SR TV |
> y_C:=simplify (normal (a—2*a*t+ul*q));

a(2t? — 4t +1)
DT e

> z_C:=simplify (v*t+ul*v*(0.5-t));
z.C:=0.0

> u2:=(2*t-2)/(2*t-1) :
> x_D:=simplify (atu2*p);

a(2t® — 4t +1)
202 — 2t +1

x.D:=—

> y_D:=simplify (normal (a-2*a*t+u2*q));

a(—2t2+1)
VD= —o——
2t2 -2t +1
> z_D:=simplify (v*t+u2*v*(0.5-t));
z.D:=1.0v

Urcime soufadnice smérového vektoru @ jako
a(4t — 2) dat (t — 1)
5P = - L)
<2t2—2t+1’ 2t2—2t+1’v
Odpovidajici ptikazy v Maplu k tomu jsou:
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> simplify(x_D-x_C);

(4t —2)a
22 — 2t +1

> simplify(y_D-y_C);

dat (t — 1)
2% — 2+ 1

Obecny bod X na tseéce C'D md pro parametr u € (0, 1) vyjadfeni X = C + u - C@, jeho
soufadnice jsou
2 2
w_ —a2(2t —1) . a2(4t—2) ;a(2§ — 4t +1) . 4gt(t_1) .
20" =2t + 1 200-2t4+1° 2t =2t + 1 2t =2t + 1

10 10

Obr. 10. Te¢na rovina jednodilného rotaéniho hyperboloidu

Na jednodilném rota¢nim hyperboloidu zobrazime bod 7" na dsecce AB 1. ptimkového regulu,
v némz je sestrojena te¢nd rovina 7 hypeboloidu obsahujici rovnéz usecku C'D 2. pfimkového

regulu. Te¢nd rovina 7 je kromé bodu 7" uréena také body H a H hrdelni kruznice h hyperboloidu.
K pozadovanému vysledku dospéjeme zadanim nasledujici posloupnosti piikazii v Maplu:

> restart:with (plots) :

> bl:=color=blue:b2:=color=green:b3:=color=violet:bd:=color=red:
tl:=thickness=5:

> a:=5:v:=14:

> r:=2%*a*sqrt (t"2-t+0.5):

> RH:=plot3d([r*cos (phi), r*sin(phi),v*t],t=0..1,phi=0..2*P1i,
style=patchnogrid) :

> AB:=spacecurve([a,a-2*a*t,v*t],t=0..1,bl,tl):

> T:=[a,a-2%*a*pos,v*pos],symbol=solidsphere, symbolsize=20,b2:

> H_AB:=pointplot3d([a,0,v/2],symbol=solidsphere, symbolsize=20,b2) :

> H_CD:=[a*2*pos* (1-pos) / (2*pos~2-2*pos+1),a* (1-2*pos) / (2*pos”2-2*pos+1),

v/2],symbol=solidsphere, symbolsize=20,b2:
Anim_T:=animate (pointplot3d, [T],pos=0..1, frames=50) :
> Anim_H:=animate (pointplot3d, [H_CD],pos=0..1, frames=50) :

\%
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> tau:=x*v+y*v* (1-2*pos)+z*2*a* (1-2*pos)-2*a*v* (1l-pos) =0,
x==2*a*sqrt (2) ..2%a*sqrt (2) ,y=-2*%a*sqrt (2) ..2*a*sqrt (2),z=0..v,
style=surface:

> Anim_tau:=animate (implicitplot3d, [tau],pos=0..1, frames=50) :

> h:=spacecurve ([a*cos (phi),a*sin (phi),v/2],phi=0..2*Pi,b3,tl):

> CD:={[-a* (2*pos”2-1)/ (2*pos”2-2*pos+1) +u*a* (4*pos—-2)/ (2*pos”2-2*pos+1),
a* (2*pos”2-4*pos+1l) / (2*pos”2-2*pos+1l) —u*d*a*pos* (pos—-1)/ (2*pos”~2-2*pos+1),
u*v]},u=0..1,b4,tl:

> Anim_CD:=animate (spacecurve, [CD],pos=0..1, frames=50) :

> display (RH,AB,h,H_AB,Anim_T,Anim_H,Anim_tau,Anim_CD, axes=framed,
scaling=constrained) ;

5 Zavér

Uvedené vizualizace jednodilného rota¢niho hyperboloidu ndm dédvaji dobrou predstavu o jeho
vlastnostech a mohou byt ndhradou fyzického modelu této plochy.

ProtoZe jednodilny rotacni hyperboloid je pfimkovou plochou, z hlediska stavebni praxe ma
vyborné konstruk¢ni a statické vlastnosti. Nékolik ukdzek jeho redlného vyuZiti 1ze najit na
strance [3].
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Armiloid — plochy pselické a spirické

Daniela Velichova

Abstrakt

Pselické plochy tvoria Specifickii skupinu
ploch, ktoré je mozné povazovat za isté
zovseobecnenie  dvojosovych  rota¢nych
ploch, konkrétne ploch Eulerovho typu.
Tieto plochy mozno generovat z riadiacej
krivky pomocou dvoch systémov viazanych
stredovych kolineécii. Armiloid, ako typicky
reprezentant skupiny, predstavil a synteticky
definoval v roku 1929 profesor Dr. Frantisek
Kadetavek. V c¢lanku je opisana synteticka
konStrukcia armiloidu, uvedend je jeho
analyticka vektorova reprezentacia a d’alej
si zovSeobecnené a predstavené skupiny
pselickych a spirickych ploch. Uvedené su
tiez ilustracie variacii foriem tychto ploch.
KPucové slova: armiloid, kolineacia,
pselické a spirické plochy, zovSeobecnené
rotacné plochy, modelovanie ploch

1 Uvod

Abstract

Pselical surfaces form a specific group of
surfaces that can be regarded as generalized
two-axial surfaces of revolution, surfaces of
Euler type, in particular. These surfaces can
be generated from a basic curve by applying
2 systems of linked central collineations.
Armiloid, as one typical representative of
this group, was defined synthetically and
presented in 1939 by Professor Dr. FrantiSek
Kadetavek. In this paper we describe the
synthetic construction of armiloid, introduce
its analytic vector representation and further
generalize it to the presented groups of
pselical and spirical surfaces. Illustrations of
surface form variations are included.

Keywords: armiloid, central collineation,
pselical and spirical sufaces, generalised
surfaces of revolution, modelling surfaces

V roku 1939 publikoval profesor Frantisek Kadetavek (1885 - 1961) kratky ¢lanok s nazvom
Zovseobecnéni rotacnich ploch vo Véstniku Kralovské ceské spolecnosti nauk, [1]. V ¢lanku
definoval synteticky - konstrukéne novu plochu armiloid, predstavujucu typického
reprezentanta Specifickej skupiny ploch, ktoré uviedol ako zovSeobecnené rotacné plochy
a nazval plochy pselické. Casopis Véstnik Kralovské &eské spolecnosti nauk, tfida
matematicko-ptirodovédna, je pravdepodobne jednym z prvych matematickych vedecko-
naucnych casopisov vydavanych v stredoeuropskom priestore, ktory v rokoch 1800 — 1953
publikovala, ako svoj vtedajsi ,,Newsletters®, Kralovska ¢eska spolecnost nauk. Kompletné
digitalne verzie vSetkych cisel vydanych v obdobi rokov 1917 — 1953 st k dispozicii
k nahliadnutiu na webovych strankach Digitalni knihovny Akademie véd CR, na adrese [2].

Pselické plochy tvoria Specificki skupinu ploch, ktort mozno povazovat za isté
zovSeobecnenie rotaénych ploch, konkrétne ploch nazvanych dvojosové rotacné plochy
Eulerovho typu, opisané v pracach [3], [4]. Tieto plochy su generované sucasnym otacanim
danej riadiacej krivky v priestore okolo dvoch mimobeznych priamok, zvolenych osi rotacii.
Pri hl'adani zdrojovej literatiry tykajucej sa zovSeobecnenia rota¢nych ploch, autorka nasla
kontakt na digitalnu verziu ¢asopisu Véstnik Kralovské ¢eské spolecnosti nauk, ro¢nik 1939,
tfida matematicko-pfirodovédna, ¢islo XVII, s ¢lankom profesora Kadetavka, obr. 1.
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XVIL

Zevieobecnéni rotaénich ploch.
Napsal dr. FR. KADERAVEK, Proha.

(Pfedlozono dne 10, kvéina 1939.)

Zevieobeeninf rotatnich ploch ddlo se dosud bud afinni nebo
kolinedrni transformaci. Plochy rotaéni viak vedon myslenkové dile,
k plocham, k nim# dojdeme touto avahou:

Vytknéme (obr. 1) dvé k sobé kolmé roviny = a » a v nich dvé,
k témto rovindm kolmé pitmky @ | ma *0 | ». V roviné » umistéme
kiivku M — zvolena byla v tdsti kfivky, kterd tvoii nirys vrieného
stinu pHmky na anuloid — a sestrojme k ni kolinedrni kFiviku N pro 'O
jako osu a 20, jako st¥ed pFisluing kolineace, jeji# karakteristika bud k!
SdruZenymi body m a n kiivek M a N prolofme v roviné x libovolnou
kfivku 4 — v daném piipadé byla zvolens kruhovi dpatnice o vrcholech
v bodech m a n! Roviny f,p, ... prochdzejici pFimkou *0 vytinaji na
Kiivkich M a N sdruené body v kolineaci (10, 0, k), jojich# phdorysy
proklidejme kiivky B, €, ... kolinedrné sdrujené se zvolenon kiiv-
kou A, v kolineaci o stiedu 0y, ose ®0y a sdrufenych bodech m,, n, tedy
o karakteristice &' — k'l Kfivky A, B, 0, ... jsou primiéty kfivek
A,B,0,. .., které v prostoru vypliuji uréitou plochu 3. Roviny, které
jdou osou 'O, vytyfuji na této plofe kiivky, které jsou mezi sebou
kolinedrni — spojnice sdruzenych boddt v phdoryse se protinaji na
piimee 30; a v ndryse jdou bodem *0; — i jest fez T v v kolinedrni
s fezem N v » a proto kolinedrni i se zvolenou pivodné k¥ivkou M v v,
I dva obecné zvolené fezy K a § v rovindeh g a » svazku ‘0 jsou na ploSe
kuZelové, jejiz vrchol & jest v ose 20. Toto plati i v pifpadé mezném:
fez 7' v roviné 1 a jeho soumezny 1" uréuji kuZelovou plochu, kterd se
uvazované plochy 7 dotfkd podél kifivky 7' = " a mé vrchol y na ose *0.

Ohdobné Fezy csnovy ®0, jsouce centricky kolinedrni, urénji kuze-
lové plochy o vreholech na ose 10 — na piiklad fez E s fezem F spodivaji
na kuZelové ploe o vreholu v v ose 10 a ¥ez K v roviné & a jeho soumez-

2 Fr. Kedeffivek:

ny E' uréuji kugelovou plochu o vreholu w, kterd se dané plochy # podél
ktivky E dotjks.

Uvalovand plocha » zevieobeciiuje rotaéni plochy, jak z uvedeného
jest patrno. Poufité plocha svym tvarem ptipomind praehistorické
nédramky — latinsky armilla, fecky wédior — (obr. 2), plochy tohoto
zdkonného vytvéteni vyskytajf se asto v technické praxi a zevieobec-
tiuji plochu prstence — anuloidu, plochu spirickou — proto jo
pro né vhodnym ndzvem jméno: plocha néramkovd — armiloid,
plocha peelickd.

V obr. 3 zobrazeny armiloid 5 mé v rovind » dvé afinni elipsy M a N
jako kfivky ¥idici, v rovindch rovnob&nych s rovinou x jsou na ném
poloZeny homotetické elipsy C, D, B, . .. Vyhledime-li pro smér sfténi
totodny 8 7, elipsu & = (M + N) : 2, tu pro prostorové séftént o zékladni
rovind e | » a smir séiténf kolmy k o bude soulet { = (n — &), kde & jest
vélcové plocha kolmé k v a majicf v g sviij narys, afinni plochou k plose
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Zevieobecndni rotadnich ploch. 3

rotadni, protoze viechny povrchové elipsy armiloidu 5 se v prostoru
piefadi tak, Ze zustanou homotetickymi, ale jejich stfedy piejdou vesmés
na piimku Q. I moZno zde pro tento zvla&tni armiloid délati zavéry na
Fezy rovin dvakrit se plochy 5 dotykajicich z vlastnosti anuloidu.

Kolineaci i afinitu kiivek fidicich lze pii vytvoiovani armiloidu si
zvoliti tak, aby jedna z dvojiny hlavnich kiivek fidicich M a N, na pii-
klad M, piela do tsecky. Tento piipad je vyznacen v obr. 4. Kiivka M
piesla zde do tsecky uniplandrnich bodi plochy #, podél niZ se oba jeji
pla&té, jeden vyplnény body eliptickymi, druhy body hyperholickymi,
navzajem dotykaji. Oba pla§té jsou rozdéleny dvéma Jaruznicemi krate-
rovymi, které vytyouji v M dva body kuspidilni. Soutet (5 — &) pro
kolmé séitdni o zakladnf roviné totoiné s promitaci rovinou piimky M
do nérysny » pievadi tento armiloid do rotaéni plochy.

Obé ktivky M a N mohou i byti dvémi vétvemi téZe kiivky, kterd
je sama k sob¢ kolinedrni pro osu 0 a stfed *0, (obr. 1), po piipadd
sama k sob¢ afinni nebo soumérnd podle osy 0. Tak pfi plofe zobrazené
v obr, 5 kiivka M = N byla zvolena v jediné kiivee eliptické a za homo-
tetické Fezy tvoficl zvoleny byly kruhové Gpatnice A, B, C, ... Plocha
zde zobrazend neni viak geometrickym celkem. Vedeme-li osou O libo-
volnou rovinu, jsou v ni k obloukiim 3 a N kiivky kolinedrni, ale ne-
tvoifel jednu kuZelosetku, protoze zvolené fezy A, B, €, . . . nejsou podle
osy O centricky soumérné. Je ziejmo, %e zobrazeni plocha a dal¥i plocha,
k nf podle osy O osové soumérnd, dotykajici se ji podél M a N a majici
v roving jdouef osou O kolmo k roviné kiivky Fidici dalii kuZelosedku s ni
spolednou, teprve dohromady tvoif geometricky celek.

Jsou-li tvoFicf i Fidici kFivky kfivkami algebraickymi a je-li souhrn
stupiit kiivelk M a N rovny m a jsou-li tvofici kiivky 4, B, ... stupné
a-tého, je vytvofend plocha algebraickou plochou stupné s=a .m : 2.

RESUME.

Sur la généralisation des surfaces de révolution.

Etant données deux courbes homologues M, N pour les axes 10 | *0,
on peut construire sur les cordes joignantes les points conjugés des
courbes M, N dans les plans du faisceau 20 les courbes 4, B, O, .. .
aussi homologues pour les axes 20 | 10. Les courbes 4, B, C, ... font
une surface — une généralisation des surfaces de révolution, ressem-
blante au bracelet, armilla en latin, et ¢’est pour cela qu’on peut
appeller cette surface un armilloid. Cette surface est munie de deux
systémes des courbes homologues entre eux lelong lesquelles touchent la
surface les cones ayant les sommets sur les axes '0, *0. On peut choisir
les courbes M, N dans les deux branches d’une méme courbe ou remplacer

une ¢
< ® O G M >

Obr. 1. Publikovany ¢lanok profesora Kadetavka

Informace |

<
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Armiloid — plochy pselické a spirické

Armiloid je definovany ako plocha vytvorena zlozenym pohybom zvolenej riadiacej krivky
(napr. kruznice alebo elipsy), ktory je uréeny zlozenim dvoch systémov navzajom viazanych
stredovych kolineécii projektivneho priestoru uréenych charakteristikami. Osami tychto
kolineacii stt dve mimobezné kolmé priamky projektivne rozsireného euklidovského priestoru,
pricom stredy jedného systému kolineacii lezia vzdy na osi druhého systému kolinedcii.
Charakteristiky tychto dvoch systémov kolineacii su navzajom prevratené realne Cisla. Plochy,
generované z l'ubovolnej riadiacej krivky pomocou takychto dvoch systémov stredovych
kolineacii, tvoria skupinu pselickych ploch. V ¢lanku profesora Kadetavka je detailne opisana
konstrukcia armiloidu realizovana v Mongeovej projekcii. Zvolenou riadiacou krivkou je narys
Casti krivky, ktord tvori vrhnuty tien priamky na rotanom anuloide. Zdruzenymi priemetmi
dvojic odpovedajucich si bodov kolinearne zdruzenych kriviek v nérysni je v pddorysni vedena
krivka kardioida. Pre detailny opis kons$trukcie zakladnej verzie armiloidu a nasledné
odvodenie jeho analytického parametrického vektorového vyjadrenia sme v ¢lanku zvolili
nasledujuce zjednodusené determinujice prvky.

Uréujuce stredové koline4cie st dané mimobeznymi osami *0 L 20 umiestnenymi v narysni (‘o
v sturadnicovej osi z) a v podorysni (%0 v priamke rovnobeznej so stiradnicovou osou Y) a stredmi
1S | 2S leziacimi na osiach zdruZenych kolineécii, 'S € 20, 2S € 0. Prvy systém stredovych
koline4cii je generovany otaéanim uréujiicej kolineacie 1% (*o =z, 1S, k(v)) okolo osi o, pricom
stredy koline4cii tohto systému lezia vzdy na priamke 20 a ich charakteristiky su uréené ako
hodnoty funkcie jednej premennej k(v) v zavislosti od uhla oto¢enia. Druhy viazany systém
stredovych koline4cii uréuje kolineacia 2K (%0 || y, 25 = O, h(v)), kde h(v) = 1/k(v). Vietky
kolineécie tohto systému su generované kolineaciami prvého systému V rovinach zvézku s osou
1o premietnutych do podorysne do priamok so spoloénym bodom 2S = O. Majii teda spolocny
stred %S v zagiatku suradnicovej ststavy, 0s 20 a ich charakteristiky su uréené ako prevratené
hodnoty prislusnych charakteristik zdruzenych kolineacii z prvého systému. Riadiacou krivkou
armiloidu nech je elipsa leziaca v narysni, S0 stredom na suradnicovej osi X a polosami aa b
na osiach v suradnicovej 0si X a na priamke rovnobeznej so stiradnicovou osou z, obr. 2.

ﬁl\‘.‘

Obr. 2. Uréujuce stredové kolinedcie s kolmymi mimobeznymi osami 'o L %0
a stredmi 1S € %0, %S € 1o

Konstrukcia armiloidu je realizovana v prostredi programu GeoGebra, ktoré umoziuje
interaktivnu manipulaciu S ur¢ujicimi prvkami a modelovanie roznych variacii formy tejto
plochy v zavislosti od vzajomnej polohy urcujacich prvkov.
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2 KonStrukcia armiloidu

Zvolime riadiacu elipsu a zostrojime jej kolinearny obraz v uréujtcej kolineacii prvého systému
LK (Yo =2,1S, k(v)). Kolmym priemetom do podorysne je definovana druhé uréujica kolineacia
2% (%0 I y, %S = O, h(v)) zdruzeného systému kolineacii, v ktorej si navzajom odpovedaju
usecky ako podorysné priemety riadiacej elipsy a jej kolinearneho obrazu. Priemetmi kriviek
prechadzajucich pddorysmi dvojic kolinearne si odpovedajtcich bodov (C— C’, D — D) su
I'ubovolne zvolené krivky, napr. kruznice so stredmi M, N, obr. 3.

Obr. 3. Konstrukcia armiloidu z riadiacej elipsy v narysni

Stustavy parametrickych kriviek armiloidu su determinované nasledovne. Roviny zvizku s osou
v priamke 20 pretinaju riadiacu elipsu a jej kolinearny obraz v bodoch (L — L ) odpovedajticich
si v kolineacii z prvého systému kolineacii uréeného kolineaciou 1% a ich podorysy uréuji
dvojice bodov (L1 — L 1), ktorymi prechadzaja kruznice ako podorysné priemety prvej stistavy
parametrickych kriviek modelovaného armiloidu (rovinné krivky v rovinach zvézku), obr. 4.
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Armiloid — plochy pselické a spirické

Obr. 4. Konstrukcia parametrickych kriviek armiloidu, [5]

V rovinach zviizku, ktory vznikne otd¢anim nirysne okolo priamky 0 = z, lezia krivky tvoriace
druht stastavu parametrickych kriviek armiloidu, elipsy zdruzené v kolineaciach prvého
systému kolineacii s charakteristikami ur¢enymi hodnotami charakteristickej funkcie k(v).
Tieto roviny pretinaji parametrické krivky prvej ststavy armiloidu v kolinearne Si
odpovedajucich bodoch urcujtcich dvojice kolinearne zdruzenych elips vzhl'adom na systém
kolineécii determinovany stredovou kolineaciou %, ktorych stredy lezia na priamke 20.
Podorysmi tychto elips su tisecky PR — P'R’, kolinedrne zdruZzené vzhl'adom na kolineacie
druhého systému indukované kolineaciou 2K, obr. 5.

Generovana plocha — armiloid, si nezachovava charakteristickil vlastnost’ rotaénych ploch
stivisiacu s existenciou dotykovej kuZelovej plochy. Dotykova kuzelova plocha je obalkou
dotykovych rovin danej rota¢nej plochy v bodoch jednej jej rovnobezkovej kruznice, v ktorej
sa danej rotacnej plochy dotyka. V kazdej rovnobezkovej kruZnici rotacnej plochy existuje
takato rota¢na kuzel'ova plocha (v bodoch rovnikovej a hrdlovej kruznice je to valcova plocha
a v bodoch kraterovych kruznic dotykova rovina plochy) tvorend doty€nicami meridianov
v bodoch danej rovnobezkovej kruznice. Doty¢nice riadiacej krivky pselickej plochy a jej
kolinearnych obrazov v rovindch zviizku s osou 0, ktoré tvoria jednu sustavu parametrickych
kriviek na pselickej ploche, nelezia na kuzel'ovej ploche s vrcholom na osi 0. Dotykova rovina
armiloidu v bode plochy T je jednozna¢ne urcena doty¢nicami parametrickych kriviek plochy,
ktoré tymto bodom prechadzaja, obr. 6. Analyticka reprezentacia dotykovej roviny armiloidu
je uvedena v Casti 3, kde je vyjadrena z parametrickej vektorovej rovnice plochy.

Predpoklad o zachovani uvedenej vlastnosti rotaénych ploch viedol profesora Kadetavka
k nazvu svojho ¢lanku, v ktorom prezentoval armiloid a jeho konstrukciu, a predstavil pselické
plochy ako isté zovseobecnenie rotaénych ploch. ZovSeobecnenie dvojice rotacii okolo
kolmych mimobeznych osi, ktoré tvoria generujuci princip dvojosovych rotacnych ploch, na
dvojicu zdruzenych stredovych kolineacii s osami v tychto kolmych mimobeZnych priamkach
vSak azda mozno uznat’ ako dostatocny dovod na akceptovanie zameru profesora Kadetavka
povazovat pselické plochy za zovSeobecnenie dvojosovych rotaénych ploch.

Dovod, pre ktory boli zvolené nazvy pselické/spirické plochy a armiloid, je uvedeny v obr. 1.
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Obr. 5. Animovana konstrukcia armiloidu v prostredi programu GeoGebra, [5]

Kratke pojednania o armiloide a o skupinach pselickych a spirickych ploch bez dalsich
zovseobecneni su uvedené v ¢lankoch [5] - [7], ktoré boli publikované v anglickom jazyku.
Tento prispevok je podstatnym rozsirenim a doplnenim predchadzajucich c¢lankov
0 zovSeobecnenia pselickych a spirickych ploch s uvedenim niektorych Specifickych vlastnosti
a $pecialnych prikladov ploch. Clanok je zostaveny v jazyku slovenskom, ako dodatoéna
informdcia pre domdcu slovenskl a ¢esku geometricki komunitu, ktora nadvéizuje na vysledky
tvorivej vedeckej prace nasich predchodcov, medzi ktorych profesor Kadetfavek nesporne patri.
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Armiloid — plochy pselické a spirické

Obr. 6. Dotykova rovina armiloidu v bode T ur¢ena doty¢nicami
parametrickych kriviek plochy v danom bode

3 Parametrické rovnice armiloidu

Nech su osi urcujucich stredovych kolinedcii mimobezné kolmé priamky, suradnicova os X
a priamka rovnobezna so stradnicovou osou Y. Riadiaca elipsa armiloidu nech je umiestnena
v stradnicovej rovine Oxz, stred elipsy je bod S = [m, 0, 0] a dizky polosi su: a na stiradnicovej
0si X, b na rovnobezke so sturadnicovou osou z. Vektorova rovnica armiloidu ur¢eného danymi
stredovymi kolinedciami m4 tvar

x(u,v) (m + acos 2ru)h(v) cos 2mv
p(u,v) = y(u,v) | =| (m+ acos2rmu)h(v) sin2mv |, (u,v) € (0,1)?
z(u,v) b k(v) sin 2mu

kde k(v) = %v) ,v €(0,1) € R s funkcie vyjadrujuce hodnoty viazanych charakteristik

kolineacii z dvoch systémov kolineacii  generovanych danymi urcujucimi stredovymi
koline4dciami. Hodnoty tychto funkcii ovplyviiuju tvar armiloidu, pretoze ovplyviuji tvar
kolinearnych obrazov riadiacej elipsy. Niekol'ko foriem armiloidu generovanych volbou
roznych hodndt parametrov a, b, m a tvaru spojitej funkcie h(v) ilustruje obr. 7.

Zékladny tvar armiloidu, uzavretd plocha rodu 2, prezentovany v ¢lanku profesora Kadetavka,
je uréeny charakteristickou funkciou h(v) = —2v% + 2v + 1 (prvy riadok na obr. 7.).
Prezentované modifikéacie st generované pripustnou volbou inej charakteristickej funkcie,
h(v) = 2v% — 2v + 1 (druhy riadok na obr. 7.). Obe charakteristické funkcie musia spiiat
stanovené poziadavky, pricom pre h(0) = h(1) = 1 je zabezpeceny uzavrety tvar armiloidu.

Parametrické u-krivky plochy st elipsy, kazda parametricka v-krivka obsahuje jeden
kuspidélny bod. VSetky kuspidalne body z tychto kriviek lezia na riadiacej elipse v zakladne;j
polohe, ur¢enej hodnotami parametra v € {0, 1}, ktord tvori jedin hranu na uzavretom
armiloide. Tato krivka uzatvarajica plochu je mnozinou vsetkych singularnych bodov
armiloidu.
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Obr. 7. Rozne formy armiloidu

Dotykova rovina armiloidu v bode T = [ug, vy], (ug, vo) € (0,1)? je uréena vektorovou

rovnicou TX.n = 0, kde X = [x,,z] je bod dotykovej roviny a n je vektor normaly plochy
uréeny vztahom n = p,, X p,,

X, (U, V) (—2m a sin 2nu) h(v,) cos 2mv,
P.(u,vo) = | yu(w,vy) | =| (—2m asin2nu)h(vy) sin2mv, |, u € (0,1)
z,(u, vg) b k(v,) cos 2mu
X, (U, V) (m + acos 2muy) (h'(v) cos 2nv — 2mh(v) sin 2v
p,(uo, v) = | (U, v) | = (m+ acos 2muy) (h'(v) sin 2nv + 2mwh(v) cos 2mv |, ve(0,1)
Zy(Uo, V) b k’(v) sin 2mu,

Vysledna rovnica dotykovej roviny armiloidu je v tvare

Xy, (U, Vo) Yu (g, Vo) Zy (Ug, Vo)
Xy (Ug, Vo) Yu(Uo, Vo) Zy(Ug, Vg) [ =0
X — x(uO! UO) y - Y(uO! UO) zZ — Z(uOI UO)

V dalSom st odvodené vyrazy pre vyjadrenie diskriminantov prvej a druhej zakladnej
diferencialnej formy plochy — ¢4, ¢, a pre Gaussovu krivost’ K plochy, ktord je definovana
ako podiel tychto diskriminantov v 'ubovol'nom regularnom bode plochy M = [u, v]. VSetky
tri uvedené vzt'ahy st v§ak dost’ neprehl'adné a pomerne zlozité a bude potrebné ich dokladne
detailne analyzovat' s cielom objavit pripadné¢ dalSie zaujimavé vlastnosti armiloidu
a vSeobecne pselickych a spirickych ploch.
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B 472
- (1-2v+2v2)6

P1

(-(2-4v 2(am(1-2v +2v 2)*+(b 2 +a?(1-2v +2v ?)*)cos?(2nu) sin®(2xu) +4(b ? cos?(2mu) +

+a 2(1-2v +2v 2)*sin?(2ru))((1-2v +2v 2)*((1-2v)?+m2(1-2v +2v 2)?)(m +a cos(2nu))?cos?(2nv) +
+b 2(1-2v)? sin(2mu)>+(1-2v +2v 2)4((1-2v)2+72(1-2v +2v2)?) (m +a cos (2nu))? sin?(2nv)))

@, =

= (32 ab?r*(1-2v +2v?)8((m +a cos(2mu))3(2m(1-6v +6v>+r?(1-2v +2v2)?)cos(2nu)+a(-2(1-2v)?
+ (1+m2(1-2v +2v?)?)cos(4nu)+(4 -20v +20v?)cos(4nu)))-2a(1-2v)?(a+mcos(2nu))?sin? (2ru)))/
(-(2-4v)?sin?(2nu) (b2cos(2ru) + a(1-2v +2v2)*(m+a cos(2ru))cos?(2nv)+a(1-2v +2v3)*

(m+a cos(2xu))sin?(2nv))?+(b%cos?(2nu)+aZ(1-2v +2v2)*cos?(2nv)sin?(2nu) +a(1-2v +2v2)*
sin? (2zu) sin?(2mv))(b?(2-4v)2sin?(2ru)+(1-2v +2v2)*(m+a cos(2mu))(2n(1-2v +2v?)cos(2mv)+

(-2+4v)sin(2nv))?+(1-2v+2v2)4(m+acos(2mu) ) ?((-2+4v)cos(2av)-2m(1-2v+2v 2)sin(2mv))?))

K =
= (8ab?m?(1-2v+2v?)2((m+a cos(2mu))?(2m(1-6v+6vi+m?(1-2v+2v2)?)cos(2mu)+a(-2(1-2v)*+
+1?2(1-2v+2v2) (% (1-2v+2v2)2+4(1-5v+5v2))cos(2mu) ))-2a(1-2v)?(a+m cos (27tu))sin?(2ru)))/
((2-4v)?sin®(2nu) (b2cos(2mu)+ a(1-2v+2v?)*(m+a cos(2mu)) cos?(2av) +

+ a(1-2v+2v2)*(m+a cos(2mu))sin?(2nv))2-(b?cos?(2nu) + a2(1-2v+2v?)*cos?(2nv) sin?(2mu) +

+ a2(1-2v+2v?)4sin?(2mu) sin?(2nv))(b?(2-4v)? sin(2nu) +

+ (1-2v+2v?)?(m+a cos(2mu))3(2m(1-2v+2v?)cos(2nv) + (-2+4v)sin(2nv))? +

+ (1-2v+2v?)*(m+a cos(2mu))?((-2+4v)cos(2nv) - 2m(1-2v+2v2)sin(2mv))?))?

4 Pselické plochy

Skupinu ploch pomenovant pselické plochy tvoria plochy generované z 'ubovol'nej regularne;j
riadiacej krivky pomocou dvoch systémov kolinedcii s nezapornymi zdruzenymi
charakteristikami uréenymi hodnotami spojitych funkcii h(v) a k(v) definovanymi na tom istom

! ,v €(0,1) c R.

intevale, pri¢om k(v) = e

Vyber riadiacej krivky, jej urcujucich parametrov a charakteristickej funkcie h(v) determinujt
tvar generovanej pselickej plochy a jej vlastnosti.
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Na obr. 8 st zobrazené rozli¢né formy pselickych ploch (v riadkoch postupne zl'ava doprava)
vygenerované z riadiacej elipsy alebo jej Casti, vol'bami nasledujicich charakteristickych
funkcii

h(v) =1-v, h(v) =1+ cosv, h(v) =1+ sinv

h(v) = e%, h(v) = sinv, h(v) = cosv

Obr. 8. Pselické plochy

5 Spirické plochy

Pribuzna skupina ploch — spirické plochy, ktoré moZno povazovat’ za zovSeobecnené anuloidy,

je generovana zo zéakladnej riadiacej elipsy systémom osovych afinit ur¢enych vzt'ahom
cfli(oi =zs' 1 o, h(v))

kde funkcia h(v) spojita na intervale (0, 1) € R definuje premenliva charakteristiku afinit
Vv rovinach zviazku, ktory vznikne otaanim roviny riadiacej elipsy okolo suradnicovej 0Si Z.

Jednoparametricky systém rovnolahlosti takto vytvoreny v rovine m = xy je urCeny stredmi
v zaliatku suradnicovej sustavy O, pricom koeficienty jednotlivych rovnolahlosti s

definované istou funkciou I(v) spojitou na intervale (0, 1) c R.

Parametrické rovnice spirickych ploch na (0,1)> € R? generovanych z riadiacej elipsy
umiestnenej rovnako ako pri armiloide sa vyjadrené v tvare

x(u,v) = (m + a h(v) cos 27Tu) cos 2mv
y(u,v) = (m + a h(v) cos 2mu) sin 2mv

z(u,v) = bsin2mu
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Volbou réznych hodnét parametrov @, b, m a vyjadrenia funkcie h(v) vygenerujeme rozne
formy spirickych ploch, niektoré zaujimavé tvary sa ilustrované na obr. 9. Volba dvoch
roznych charakteristickych funkcii h(v) a k(v) ovplyviujtcich X-ové a y-ové suradnice bodov
modelovanych ploch poskytuje esSte bohatSiu paletu tvarov takto zovSeobecnenych spirickych
ploch, zobrazenych v druhom riadku na obr. 9.

Obr. 9. Spirické plochy generované z réznych riadiacich kriviek

Parametrické v-krivky na spirickych plochach lezia v rovnobeZznych rovinach, ktoré su kolmé
na spolo¢ni os systému generujucich afinit v stradnicovej osi z. V bodoch tychto
,rovnobezkovych kriviek* plochy tvoria doty¢nice meridianovych kriviek dotykova kuzel'ova
plochu spirickych ploch, ktora sa plochy dotyka v prislusnej ,,rovnobezkovej krivke®.

Obr. 10. Dotykova rovina spirickej plochy v bode T ur¢ena dotyénicami parametrickych kriviek
plochy v danom bode. Zobrazené st d’alsie 2 dotyénice parametrickych u-kriviek v bodoch
tej istej v-krivky leZiace na dotykovej kuzel'ovej ploche danej spirickej plochy; vrcholom
kuzelovej plochy doty¢nic je bod V na osi generujucich afinit v suradnicovej osi z
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6 ZovSeobecnenia

Pselické plochy, prezentované ako zovseobecnené dvojosové rotaéné plochy Eulerovho typu
([4], [5)), pre ktoré platia Specifické podmienky determinujuce charakteristické funkcie
systémov generujucich kolineacii

vve(0,1)cR:k(v) = h(v) >0 A h(0) = h(1)

1
h(v)’
mozeme d’alej zovSeobecnit’. Jednou z moznosti je uvazovat’ az o troch nezavislych spojitych
a nenulovych funkciach h(v), k(v) a I(v) definovanych na jednotkovom uzavretom intervale,
ktoré budu ovplyviiovat’ hodnoty suradnic bodov plochy. Parametrickd forma vektorovej
rovnice takto zovSeobecnenej plochy bude v tvare

(m + a cos 2mu)h(v) cos 2mv
p(u,v) = (m+ acos2nu)k(v) sin2nv |, (u,v) € (0,1)2.
b l(v) sin 2mu

Q

Obr. 11. Tlustracie roznych foriem zovSeobecnenych pselickych ploch

Mnozstvo novych moznych foriem ploch, ktoré vzniknt, predstavuje bohaty insSpiraény zdroj
pre vedecku pracu pri vySetrovani vnutornych geometrickych vlastnosti a hl'adani zavislosti
jednotlivych urcujucich parametrov riadiacich kriviek s formou charakteristickych funkcii.
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1 Zaver

Zamerom ¢lanku bolo predstavit’ povodnt myslienku profesora Frantiska Kaderavka definovat’
Specifickt skupinu ploch na zaklade syntetickej konstrukcie zalozenej na transformaciach
riadiacej krivky pomocou dvoch zlozenych systémov stredovych kolineédcii. Generovana
skupina pselickych ploch s typickym predstavitelom — plochou nazvanou “armiloid” je
v ¢lanku opisana aj analyticky, pricom hlavna myslienka o dvoch zavislych charakteristikach
dvoch generujtcich systémov kolineacii bola zachovana pouzitim charakteristickych funkcii so
Specialnymi vlastnost’ami.

Navrhnuté su aj d’alSie zovSeobecnenia povodnej myslienky veduce k zaujimavym netypickym
formadm generovanych ploch, niektoré st zobrazené na obr. 12. Pomocou osovych afinit

namiesto stredovych kolineécii je definovana skupina spirickych ploch, ktoré su ilustrované
v mnohych formach.

- 1 X 2
%9

Obr. 12. Priklady d’al$ich zovSeobecnenych pselickych ploch
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Rapsddie na parabole

Michal Zamboj

Abstrakt

K. G. Ch. von Staudt popisal v diele
Beitrige zur Geometrie der Lage geometrické
konstrukcie aritmetickych operacii. V tomto
¢lanku ukdzeme Specidlny pripad konstrukcii
na parabole. Predstavime zakladné i1 dalSie
odvodené konStrukcie scitania a ndsobenia
v syntetickej aj analytickej podobe. Cielom
Clanku je poukdzat na vzfahy medzi
priamymi désledkami algebraickych operacii a
hlbSimi geometrickymi vlastnostami paraboly.
Zameriame sa na konStrukcie aritmetické-
ho, geometrického a harmonického prie-
meru. Von Staudtove konStrukcie budeme
uvadzaf aj vzhladom k Matijasevi¢ovej-Stec-
kinovej parabole a Mdbiovému parabolickému
nomogramu.

KTracové slova: parabola, von Staudtove
konStrukcie, nomogram, projektivna
geometria

1 Uvod

Abstract

K. G. Ch. von Staudt described simple
geometric  constructions of  arithmetic
operations in his Beitrdge zur Geometrie
der Lage. We discuss a special case
of a parabola in particular.  Elementary
and derived constructions of addition and
multiplication are presented synthetically and
analytically, and straightforward algebraic
observations are interconnected with the
deeper geometric properties of a parabola.
We focus on constructions of arithmetic,
geometric, and harmonic mean. Von Staudt’s
constructions are also discussed in relation
to the Matiyasevich-Stechkin parabola and
Mobius’ parabolic nomogram.

Keywords: parabola, von Staudt’s
constructions, nomogram, projective
geometry

Geometrizdcia a grafickd interpretdcia aritmetickych dloh vedie Casto k necakane silnym ma-
tematickym vzfahom. Obor redlnych cisel typicky reprezentujeme pomocou priamky, resp.
Ciselnej osi. V tomto ¢lanku sa vSak pozrieme na jednu netradi¢nu reprezentdciu rozsirenych
redlnych Cisel a operdcii s nimi na parabole.

Pouzitie grafickych tabuliek a diagramov pre rieSenie rovnic je skimané v nomografii (pre Sirsi
prehlad, vid' [1], [8]). Prikladom je jednoduchy multiplikativny abakus na obr. 1a zd’Ocagneove;j
priekopnickej prace [5]. Vo vSeobecnosti je ilohou nomografie ndjst grafické rieSenia za pomoci
sustavy troch parametrickych funkcii (v obrazku st to priamky = = py,y = ps, vy = p3, kde p;
su redlne parametre).

Zaujimavy vysledok na grafe paraboly priniesli Matijasevi¢ a Steckin (vid [3]). Spojnice
celociselnych hodndt na oboch strandch paraboly (pre z < —2ax > 2) sa pretinajd na y-ovej osi
v zloZzenych cislach. Dosledkom su prazdne miesta, ktoré vytvarajua prvociselné sito na kladnej
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Obr. 1. a) D’Ocagneova multiplikativna tabulka. Uvazujme napriklad
priamky x = 5, y = 2. Ich priese¢nik leZi na hyperbole xy = 10
b) Mobiove grafické ndsobenie na parabole
Zdroj: gallica.bnf.fr / Bibliotheque nationale de France

Casti y-ovej osi. Vlastnosti parabolického abaku skiimal o vySe strorocie skor Mobius (obr. 1b,
[4]). RekonStrukciu Mobiovej tabulky prevedieme v zavere (obr. 8), kde sa ukédze ako Specidlny
pripad volby suradnic na parabole. V ¢lanku prepojime mySlienku geometrickej kalkulacky
na parabole s von Staudtovymi konS$trukciami na kuzeloseCkach v projektivnej geometrii ([7,
str. 166—-176], [10, str. 20-23]) a budeme sa venovaf aritmetickym a geometrickym dosledkom.
Clénok je prehibenym prekladom konferen¢ného prispevku [12]. Konstrukcie aritmetickych
operdcii redlnych ¢isel na inom Specidlnom pripade — kruZnici, je mozné najst v [11].

1.1 Von Staudtove konStrukcie na kuzel'oseckach

Klasické von Staudtove konStrukcie su obvykle uvddzané na priamke ako projektivnej Skdle
(vid' [6, str. 89-91], [2, str. 20-27]). Pri konStrukcidch na parabole si vystac¢ime so stredoskol-
skou analytickou geometriou. Pre pochopenie hibky teoretického zakladu, si viak este predtym
ukdzme von Staudtove konStrukcie suctu a si¢inu na kuzeloseckach v projektivnej (incidencnej)
geometrii [9, str. 20-23]. Pre potreby tohto ¢lanku sa zaobideme bez dokazu vSeobecnych
konStrukcii. Naopak konStrukcie by iSlo invariantne prendSat na lubovolnu kuzelose¢ku pomo-
cou vhodnych kolineécii z paraboly (pripadne z kruznice podla [11]).

Na kuZelosecke zvolme tri rozne body 0, 1, 0o, ktoré zadavaju projektivnu sustavu suradnic
a dalSie dva body A a B.

Konstrukeia si¢tu: Spojnica AB sa pretne s doty¢nicou ku kuZelosecke bodom oo v bode S.
Spojnica S0 sa pretne s kuZeloseckou v druhom priese¢niku A + B (obr. 2a).

Konstrukeia sacinu: Spojnica AB sa pretne s 0oo v bode S. Spojnica S1 sa pretne
s kuzeloseckou v druhom priese¢niku A - B (obr. 2b).
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A+ Bl 001

0s°a 1, a-b b 002

a+b ooz
a) b)

Obr. 2. a) Konstrukcia suctu A + B na kuZzelosecke a jej projekcia
na bodovu radu a zvizok priamok
b) Konstrukcia stcinu A - B na kuZelosecke a jej projekcia na
bodovi radu a zvdzok priamok
Zdroj: [9, str. 21-22]

2 Operacie na parabole

V jadre ¢lanku se budeme venovat Specidlnym pripadom von Staudtovych konStrukcii s¢itania
a ndsobenia. Nech je dané parabola

y=a’ (1)

v kartezidnskej sustave suradnic. Body na parabole ozna¢me ich z-ovymi sdradnicami (napr.
2[2,4], Ala,a?]...). Inak povedané, redlnu z-ovi os premietneme na parabolu pomocou
rovnobeziek s osou y, resp. projektivne, zvizkom priamok so stredom v nevlastnom bode
paraboly. Tymto spdsobom zobrazime sdradnicovy systém na osi z na parabolu a to tak,
ze 0 na osi sa zobrazi do vrcholu paraboly, nevlastny bod osi x sa zobrazi na nevlastny bod oo
paraboly a jednotkovy bod na osi sa zobrazi na bod 1[1, 1] na parabole. Upozortiujeme, Ze vietky
konstrukcie, ktoré d’alej prevedieme by fungovali aj na inej volbe (projektivnej) suradnicove;j
sustavy 0, 1, oo na parabole. S prikladom takej ststavy sa znovu stretneme pri rekonstrukcii
Mobiovej tabulky (obr. 8).

2.1 Spojnica bodov na parabole

Vo vietkych nadchddzajiicich konstrukcidch pre nas bude vyznamna priamka AB, kde A a B
st body paraboly. Jej rovnica je:

y = (a+b)z — ab. @)

V istom zmysle je elegantné si tito rovnicu odvodif aj v projektivnych homogénnych suradni-
ciach. Sta&f nam k tomu vektorovy sicin bodov (a, a?, 1) x (b,0?,1) = (a®> —b*, b—a, ab* — a*b)
a po skrateni (a — b), a # b dostaneme koeficienty rovnice priamky (a + b, —1, —ab).

Za povSimnutie stoji, Ze tdto rovnica v sebe priamo obsahuje hodnoty sictu a sucinu a a b.
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V $pecidlnom pripade, pre A = B, resp. a = b dostaneme rovnicu
y = 2ax — a*. 3)

2.2 Scitanie a aritmeticky priemer
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Obr. 3. a) KonStrukcia suc¢tu —2 a 4
b) Priesecniky paraboly so vSetkymi rovnobeznymi priamkami
maju rovnaky stucet. Bod dotyku je aritmeticky priemer

Majme na parabole dva body A a B (obr. 3a). Podla von Staudtovej konStrukcie pre sicet A+ B
zostrojme spojnicu AB. Priesecnik AB s doty¢nicou paraboly v nevlastnom bode oo spojme

s bodom 0 (t.j., rovnobezka s AB prechadzajiica 0). Priese¢nik paraboly s rovnobezkou je bod
A+ B.

Spravnost konstrukcie overime priamym vypoctom siradnic bodu A + B. Rovnobezka s AB
bodom 0 md rovnicu s rovnakou smernicou (a + b), t.j.:

y=(a+Db)x. 4)
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Priese¢nik s parabolou (rovnica (1)) po substiticii do (rovnice (4)) ma suradnice x = a + b,
y=(a+0)>

Z predchddzajicej konstrukcie priamo vyplyva, Ze kazd4 se¢nica paraboly rovnobeZni s AB
pretne parabolu v priesecnikoch s rovnakym suc¢tom A + B (obr. 3b). Inak povedané, smernica
priamky prechddzajicej bodmi A, B udava hodnotu ich sictu.

V pripade volby A = B prejde se¢nica v dotyc¢nicu (vid rovnicu (3)). Tento vzfah je zrejmy
aj zo smernicového tvaru, kde smernica 2a je smernicou doty¢nice k uvedenej parabole (napr.
ako grafu funkcie za pomoci derivicie). Rovnobezka s doty¢nicou vedena bodom 0 teda pretne
parabolu v druhom prieseéniku s dvojnasobnou hodnotou. V pripade A = —B dostaneme
namiesto se¢nice bodom 0 doty¢nicu. Bod 0 tak povaZujeme aj za druhy prieseCnik, resp.
hodnotu suctu. Uvedend konStrukcia funguje spravne aj v pripade volby bodov 0 a oo (sucet
oo s akymkolvek d’alSim ¢islom na parabole je oo, pricom modZeme vhodne volif model, kde
00 = —00).

Z geometrickej konStrukcie suctu je zrejma aj vlastnosf komutativity. Zamenou bodov A, B
sa totiz konstrukcia nezmeni. Krok po kroku by sa takto dali overovat aj dalsie vlastnosti
sc¢itania a prikladaf ich geometrické interpretdcie. Mozeme si tieZ v§Simnuf, Ze pre konStrukciu
suctu sme nepotrebovali bod 1, ¢o je v sulade so Strukturdlnymi vlastnostami.

Pod’'me ndjst hodnotu aritmetického priemeru dvoch hodndt. Pre dve zadané hodnoty A a B
hladdme hodnotu ALZB. Pov§imnime si rozklad A + B = ALQB + AJ“TB. Z konStrukcie suctu
plynie, Ze hladdme priamku dotykajicu sa paraboly v dvojndsobnom bode “”TB a jej smer bude
smer priamky AB. Ak uvaZime x-ové siradnice bodov A a B a ich aritmetického priemeru,
mozZeme spozorovaf dobre zndmu vlastnost paraboly: Stredy rovnobeznych tetiv paraboly (resp.
aritmeticky, tetiv s rovnakym stuctom) leZia na rovnobezke s osou paraboly, ktord pretina parabolu
v dotykovom bode doty¢nice paraboly v smere tetiv. Z projektivneho pohladu m6Zeme spojnicu
stredov interpretovat ako poldru nevlastného bodu prislichajiceho smeru tetiv. Stred tetivy

je harmonicky zdruZeny bod k tomuto nevlastnému bodu.

Pozrime sa este na pripad suctu 0 + A v naSom $pecidlnom pripade. Smernica priamky
0A :y = ax, &)

je hodnota a. Z rovnice mdzeme vyjadrif normélu k tejto priamke prechddzajicu bodmi 0 a A’
S rovnicou:

1
0A" 1y = ——ux. (6)
a

Naopak, spojnice bodu 0 s bodom s hodnotou a a jej opacnou prevratenou hodnotou —% budud
k sebe kolmé. Pretoze vSetky tetivy v jednom smere majui rovnaké siucty, mdZeme v parabole
Tahko n4jst pravouhlé trojuholniky. UvaZujme napr. trojuholnik s vrcholmi —1,2, —3. PretoZze,
—1+2=1a2+(-3)=-1= —%, bude vo vrchole 2 pravy uhol. Rovnako pre vietky d’alSie
hodnoty ¢, —(t + 1),t +2a—t,t+ 1, —(¢t + 2), kde t > 0 (obr. 4).

2.3 Nasobenie a geometricky priemer

Pokrac¢ujme s konstrukciou ndsobenia. Znovu majme dané body A, B na parabole (obr. 5a). Ich
sucin A - B zostrojime najprv podla von Staudtovej konstrukcie. Ndjdeme priesecnik priamky
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Obr. 4. Konstrukcia pravouhlych trojuholnikov
A(Ov 1; _2)7 A(L _27 3)7 A(_27 37 _4>

AB s osou paraboly 0occ a zostrojime jeho spojnicu s bodom 1. Druhy priese¢nik tejto spojnice
s parabolou je bod A - B. Pre overenie konstrukcie sa vrifme k rovnici (2) priamky AB
(rovnica (2)). Os paraboly je zirovei y-ova os ststavy stradnic. Priese¢nik AB a y ma preto
stradnice x = 0,y = —a - b. PretoZe tato vlastnost plati pre Tubovolni dvojicu A, B (vratane 0
a 0o, ak nie obe stcasne), tak kazda secnica paraboly prechddzajica bodom [0, —a - b] ju pretne
v priese¢nikoch s rovnakym sucinom a - b ich xz-ovych sdradnic (obr. 5b). A teda za jednu
z takychto dvojic mdzeme volit body 1[1,1] a A - Bla - b, (a - b)?].

Ak by sme jeden z bodov A, B volili 0 (t.j. bod na osi) a druhy bod by bol vlastny bod paraboly,
tak 0 je samotnym druhym priese¢nikom a vyslednou hodnotou. Ak by sme zvolili A = oo
a B ¢ {0, 00}, tak druhym priese¢nikom seénice bodom 1 s parabolou bude znovu nevlastny
bod co. Toto plati aj pre hodnoty co a 00 (za predpokladu zjednotenia hodndt co a —oo
v jednom bode). Ak by sme volili body 0 a oo, tak tdto spojnica splyva s osou a st¢in sa neda
urcif.

Pre nasobenie bodu samého so sebou uvazujeme, podobne ako pri scitani, dotyCnicu paraboly
namiesto secnice. Dalej, $pecidlne pre body Ala, a?] a —A[—a, a?] je spojnica vodorovni a jej
priese¢nik s y-ovou osou je priamo hodnota a?. Z toho je badat jednoduchu konstrukciu bodov
s hodnotou druhej odmocniny, staci na osi y ndjst hodnotu b a jej kolmé priemety na parabolu
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a) b)

Obr. 5. a) KonStrukcia sic¢inu hodndt —2 a 3
b) Prieseeéniky paraboly s kaZzdou priamkou zvidzku maji rovnaky sicin

budd body +v/B[£v/b, b.

Pod’'me ukézat konStrukciu geometrického priemeru dvoch bodov (obr. 6a). Na zaciatok predpok-
ladajme body A a B také, 7e A- B > 0. V tomto pripade leZ{ prieseénik AB s osou y v nekladnej
Casti osi. Hladdme hodnotu v/ A - B. Pov§imnime si rozklad (£tVA- B) - (£VA-B)=A- B,
a teda (podobne ako u aritmetického priemeru), jedna doty¢nica z bodu [0, —a - b] sa dotkne
paraboly v dvojnasobnom bode vV A - B adruhd v —v A - B. VSimnime si, Ze pre A- B < 0
je priese¢nik s y-ovou osou vnitornym bodom paraboly a redlna doty¢nica neexistuje.! Opif
modZzeme pridaf pozorovanie z projektivnej geometrie. VS§imnime si, Ze pre bod [0, —a - b] na ose
paraboly je spojnica vV A- B a —/A - B poldrou. Tito poldra je rovnobeznd s vrcholovou
dotyc¢nicou a je vzdialend od vrcholu 0 o vzdialenost a - b (rovnako ako vzdialenost jej polu
od vrcholu). Z toho tieZ plynie, Ze priese¢niky kazdej se¢nice paraboly prechddzajicej bodom
na osi st takouto poldrou kolmou na os harmonicky odddelené.

Znovu je z konStrukcie priamo vidief komutativitu ndsobenia. Z vlastnosti ndsobenia redlnych
Cisel by sa dal odvodif cely rad dalSich tvrdeni. Napriklad, pre d’al$i dosledok pozorujme,

1Je v§ak mozné ndjst komplexné dotyénice.
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Obr. 6. a) Konstrukcia geometrického priemeru hodnot —2 a —3
b) Zndzornenie vlastnosti subnormély a parametru paraboly

Ze y-ové suradnice priesecnikov spojnic celo¢iselnych hodnot bez —1,0,1 s y-ovou osou su
zlozené ¢isla. V dosledku, po zostrojeni vSetkych spojnic dostdvame (pre nezaporné hodnoty)
prvociselné sito (Matijasevi¢ova-Steckinova vlastnost paraboly) (vid tieZ v [6, str. 181-183],

[9D.

Nakoniec sa pozrime na vztah ndsobenia a kolmosti (obr. 6b). UZ vieme, Ze pomocou kolmice
mdZeme ndjst bod s opatnou prevratenou hodnotou. Majme dany bod Ala, a?] na parabole.
Dotyc¢nica v tomto bode méd smernicu 2a a jej normala bude maf smernicu —%. Plati, Ze 0 +
(—55) = A+ (—A — %), a preto norméla prechddzajica bodom A bude mat druhy priesecnik
vbode (—A — 5L). Priese¢nik normdly s osou md podla konstrukcie ndsobenia y-ovi stiradnicu

24
—a-(—a— %) =a’® + % Navyse, kolmy priemet bodu A do y-ovej osi md stradnice [0, a?].
Vzdialenost priese¢nika normdly v bode A s osou a kolmého priemetu bodu A do osi je potom
konstanta a® + 3 — a® = 1. Této hodnota je dlzkou subnormdly a je rovnakd ako parameter

paraboly. Vypocet je mozné overif analyticky. Vyjadrime si doty¢nicu paraboly v bode A:

AA:y =2a—d’ @)
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Normadla v bode A bude mat rovnicu:

TA g % 2 L
AA” Yy = 2a—|—(a +2). (8)

1
Normala pretne os y : z = 0 v bode [0, a* + 5], ktorého vzdialenost od kolmého priemetu bodu

1
A do osije —.
0 osi je

2.4 Harmonicky priemer

Obr. 7. KonStrukcia harmonického priemeru hodnét 1 a 3

Na zdver podme preskimat konStrukciu harmonického priemeru dvoch bodov na parabole

(obr. 7). VyuZijeme priese¢nik priamky AB s z-ovou osou (vrcholovd dotyénica paraboly
v bode 0). Dosadenim y = 0 do (rovnice (2)), dostdvame [‘jl—Jfbl’? 0}. Jedna dotyc¢nica paraboly

prechddzajica tymto bodom je os x, a ti druhu vyjadrime nasledovne:

a-+b 1
a‘bx—iy—o. 9)

2a-b <2a-b

ot a—%)z} , a vyjadruje harmonicky

Dotykovy bod druhej dotyCnice paraboly ma suradnice [
priemer A a B.

G — slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 20 (2023), Cislo 40, s. 49 — 59 57



Michal Zamboj

Napokon pridajme eSte jedno pozorovanie. VsSimnime si, Ze body 0, A, ZATg, B tvoria har-

monicku Stvoricu. Na overenie staci dopocitat dvojpomer x-ovych siradnic uvedenych bodov.

Dostdvame oA
<AB_2A-BO> A—AJF—'B B -0 1
) ) ) - 25A-B - —1.
A+ B B-35 A-0
) 1
+0 GG H T 12 T2F T+ > 00 ¢
o | N //
TR P e " g B P I 7 |1 (2|2 |1
2 2
(’v 2 \\ 2 /r ‘\ ™S sh 2 2
%—5 5 P /53 -
% ~A4 7
—I /,4/ 4 \\\ /,/ /Z\ \\\ }
4 — - N
61— — ~N gl ~
— | %’ - 6 i
T 1
o ki R L/ 'L;é'—“'—q-’ \N\
RREELY RS - T~
? 9
40 10
Y
11 M
/ 2
13 3
B . “
5 15
F 76
Obr. 8. Rekonstrukcia obr. 1b. Zobrazeny je systém (0, 1, 00) a ndsobenie
2.6 a3 -4 nacervenych poliach. Modrou farbou je zvyraznena
rovnobeZnost tetiv rovnakych suctov.
3 Zaver

Pomocou reprezentdcie redlnych ¢isel na parabole sme ukdzali geometrické konStrukcie veduice
k jednoduchym aritmetickym operdciam. NavySe, pridanim nevlastného bodu paraboly ako
bodu oo funguju takto vybudované aritmetické operécie spravne aj na rozsireni redlnych cisel.
Podobné konStrukcie su z hladiska projektivnej geometrie mozné aj vo vSeobecnych pripadoch.
LCubovolne mozeme volif kuzelosecku i siradnicovy systém (0, 1, 00).
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Pod'me na zaver v tejto suvislosti zrekonStrouvat Mobiove nasobenie na tabulke s parabolami
(obr. 8). VSimnime si, Ze, na rozdiel od nasej volby vo vrchole, je Mobiova volba bodu 0
vzdy v Tavom hornom rohu tabulky. Bod oo je, rovnako ako u nds v smere osi paraboly.
A nastavenie bodu 1 v prvom riadku uddva parabolu.? V tomto systéme sa spojnice bodov
napr. 2;6 a 3;4 pretnd na Ooo v hodnote 12. Mébius teda pouZil rovnaky sposob konstrukcie
nasobenia na jednotlivych paraboldch, av§ak na inej voI'be projektivneho suradnicového systému.
Samozrejme, von Staudtove konStrukcie na seba nechali ¢akat dalSie desafrocie.
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Abstracts

V. Galikova: Symmetry, beauty and benefit

Symmetry is a concept combining relativity and absoluteness. To show symmetry is to have
traits that are retained despite some changes. Thus, the changed aspects are relative in terms
of symmetry, and those that have been preserved are absolute. It is also a concept combining
beauty, play and rules. In our text we will look at this phenomenon in nature, art and science.

A. Kralova: One-sheet rotational hyperboloid. Derivation of parameterization and
creation of visualization in program Maple

In this article, we present derivation of parametric equations of a one-sheet rotational
hyperboloid. Using these equations it is possible to create a graphical representation of this
surface in program Maple.

D. Velichova: Armiloid — pselical and spirical surfaces

Pselical surfaces form a specific group of surfaces that can be regarded as generalized two-
axial surfaces of revolution, surfaces of Euler type, in particular. These surfaces can be
generated from a basic curve by applying 2 systems of linked central collineations. Armiloid,
as one typical representative of this group, was defined synthetically and presented in 1939
by Professor Dr. FrantiSek Kaderavek. In this paper we describe the synthetic construction of
armiloid, introduce its analytic vector representation and further generalize it to the presented
groups of pselical and spirical surfaces. Illustrations of surface form variations are included.

M. Zamboj: Rhapsodies on parabola

K. G. Ch. von Staudt described simple geometric constructions of arithmetic operations in his
Beitrage zur Geometrie der Lage. We discuss a special case of a parabola in particular.
Elementary and derived constructions of addition and multiplication are presented synthetically
and analytically, and straightforward algebraic observations are interconnected with the
deeper geometric properties of a parabola. We focus on constructions of arithmetic, geometric,
and harmonic mean. Von Staudt’s constructions are also discussed in relation to the
Matiyasevich-Stechkin parabola and Moébius’ parabolic nomogram.
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