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O hlavnych idealoch v pologrupach
s ohl'adom na ich podmnoziny

Imrich Abrhan

Abstrakt

V praci definujeme niekol’ko vyznamnych
pojmov tedrie pologrip, opiSeme niektoré
vlastnosti  roéznych  hlavnych idealov
Vv podpologrupach a ich vzajomné suvislosti
a uvedieme priklady zaujimavych pologrip
so Specidlnymi idealmi s ohl'adom na ich
podmnoziny.

Kracové slova: hlavny lavy (pravy, oboj-
stranny) L -ideal (R -ideal, J -ideal), hlavna
parcialna grupa, hlavnd parcidlna 'ava grupa,
jednoduchy a tplne jednoduchy obojstranny

J -idedl v pologrupe S s ohl'adom na ich
podmnoZiny

1 Uvod

V préaci predovSetkym definujeme:

Abstract

Several important concepts of the semigroup
theory are defined in the paper, some of the
properties and relations of various principle
ideals in subsemigroups are described and
examples of special semigroups with
specific ideals with respect to their subsets
are presented.

Keywords pr|n0|ple left (right, double-

sided) L- |deaI(R -ideal, J - -ideal), principle
partial group, principle partial left group,
simple and completely simple double-sided
J -ideal in semigroup S with respect to their
subsets

a. hlavny lavy (pravy, obOJstranny) L-ideal (R-ideal, J-ideal) v pologrupe S a aj hlavny

lavy (pravy, obojstranny) L -ideal (R -idedl, J -ideal) v S (pozri definiciu 1 v tejto

praci).

b. hlavni parcialnu grupu s ohl'adom na podmnozinu H = J, a hlavnu parcialnu I'avi grupu.

Dalej st uvedené priklady pologrip:

Prlklad 1. Pologrupa S,, v ktorej kazdy hlavny l'avy (pravy, alebo obojstranny) ideal je hlavny

1deal(R -ideal, alebo J -ideal) v S;.

Priklad 2. Pologrupa S,, v ktorej je:

1) aspon jeden l'avy (pravy, alebo obojstranny) L -ideal (ﬁ -ideal, alebo J -idedl) a

2) asponi jeden hlavny ideal taky, Ze nie je ani L -idedl (R -ideal, J -ideal).

Priklad 3. Pologrupa S, v ktorej ziadny hlavny idedl nie je L-ideal, ani R-ideal a J-idedl v S,.

Priklad 4. Pologrupa S,, v ktorej hlavné obojstranné idealy J(r), J(h) st hlavné parcialne grupy

pologrupy v S,.
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Imrich Abrhan

Pomocou tvrdeni dokazanych 0 idealoch v pologrupach S vzhl'adom na ich podmnoziny v S
vySetrujeme vlastnosti hlavnych Tlavych (pravych, obojstrannych) L-idealov (R-idealov,
J-idealov) v pologrupach s ohladom na ich podmnoziny v L (R, J).

1. Definovany je hlavny zl'ava (sprava) jednoduchy L-ideal (R-ideal) a L -ideal (ﬁ -ideal)
L = L(b) (R=R(b)), b € S pologrupy S s ohl'adom na podmnozinu H =L, (H=R,).

Dokazana je pravdivost’ dvoch tvrdeni vo vete 1 a vete 2 (str. 12).

2. Uvedena je definicia (str. 15) pojmu hlavnej parcialnej grupy s ohl'adom na H = J,.

Dokazana je veta 3 a uvedeny je priklad hlavnej parcialnej grupy, v ktorej platia tvrdenia
uvedené vo vete 3.

3. Definujeme pojem hlavnej parcialnej l'avej grupy L = L(b), b € S pologrupy S s ohl'adom
naH=L,.

Dokazana je veta 4 (t.j. pravdivost’ tvrdenia vo vete 4 a pravdivost’ vo vete 5). Uvedeny je
priklad pologrupy S, ktora obsahuje dve hlavné parcialne 'avé grupy L = L(l), | € S;a L = L(c),
Cce Sysohladomnal,al..

4. Nakoniec definujeme pojem:

a) hlavného obojstranného jednoduchého J -idedlu J = J(b), b € S pologrupy S
s ohladom na H = Jj,.

B) hlavného obojstranného uplne jednoduchého obojstranného J -idealu J = J(b),beS
pologrupy S s ohl'adom na H = J,..

Obdobne ako v 1) a 2) analogicky vySetrujeme niektoré ich zakladné vlastnosti.

2

Definicia 1. Hlavny l'avy (pravy, obojstranny) ideal L = L(b) (R = R(b), J = J(b)), b € S
pologrupy S nazveme hlavnym lavym (pravym, obojstrannym) L-idedlom (R-idealom,
J-idedlom) v S, ak La=Sa(Ra=SaaJ=Ja aJa =Sa)prekazdéaec L, (a R, aecl).

Poznamka 1. a) V d’alSom budeme uvadzat’ definicie pojmov a tvrdenia o hlavnych l'avych
L-idealoch a hlavnych obojstrannych J-idealoch pologrupy S a nebudeme uvadzat’ analogické
definicie (nie vzdy) pojmov a tvrdenia o hlavnych pravych R-idealoch v S.

b) V prikladoch o pologrupach budeme (vZdy) uvadzat’ ich binarnu operaciu tabul’kou a aj
Ciasto¢né usporiadanie L-tried (R -tried a J -tried) t.j. prvkov mnozin S/L (S/R, S/J).
1. Znakom L, (R,, J,) budeme oznadovat mnozinu L(b)\L, (R(b)\R,), (J(b)\J,).
V pripade, ze L_b;t %) (R_b;t <, J_b;é @), potom budeme namiesto L-ideal (R-ideal a J-
idedl) pouzivat’ oznacenie L -ideal (ﬁ -idedl, J -ideal) pologrupy S.

2. Predovsetkym uvedieme priklad pologrupy S;, v ktorej kazdy hlavny lavy (pravy,
obojstranny) idedl je L-idedlom (R-idedlom, J-idedlom) v S;.
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O hlavnych idedloch v pologrupach s ohl'adom na ich podmnoziny

Priklad 1. Nech S, ={0,a,b,c,d,e, f, g, h,i, j} je pologrupa a binarna opericia ® na S, je
definovana multiplikativnou tabul’kou Tab. 1., (S;, ®) a S; =R(b) =J(b), b € S,.

Sy, @)
e O|a|b|c|d|e|f|g|h]|i]]
o(ojoj0|0jO|0O|O|O|0OfO]|O
alOjalbjc|dle|f|g|lh]|i]]
b|O|la|lb|c|d|e|f|g|h|i]]
c|0jc|d|g|h|0|0fc|d|g]|h
d|{0jc|d|g|h|0|0fc|d|g]|h
e|0|e|f|0|0O|e|f|O|0fe|f
f|{O0le|f|O|O0O|e|[f|O|0fe|f
g|0jglhjc|d|0|0fg|h|c|d
h|0|g|h|c|d|0|O|g|h|c]|d
i {O|i|jlg|lhle|flc|d|alb
j|Oli|jlglhle|f|lc|d|al|b
Tab. 1

1) Mnozina vSetkych £ -tried v S, /L a jej usporiadanie v S, /L

{a i} b, j}

[ T

o} f {1 G

Tab. 2

2) Mnozina vSetkych ® (=9) —tried v S, a ich usporiadanie v S, /R =S, /J

{a, b, i,j}

{c.d, g, h} {e. f}

~N

10}

Tab. 3
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Imrich Abrhan

Poznamka 2. 1) Pomocou Tab. 1 a Tab. 2 ukadZeme, Ze napriklad hlavny Tlavy ideal
L=L() =0, a,c,e,qg, i} je hlavny l'avy L -idel v pologrupe S;. Podl'a Tab. 1 ukazeme, ze
Lu=Supreu e L;={u, i}, plati: La={0,a,c,e,0,i}=S,aalLi={0,a,c,eqg,i}=Sicoje
hlavny l'avy L-ideal a L(i) \ L; # & a teda je aj hlavny l'avy L -ideal v S,

2) Analogicky este naviac ako v 1) sa da podl'a Tab. 1 a Tab. 3 ukazat’, ze hlavny pravy ideal
R =R(d) je hlavnym pravym R -idealom v S,. Podl'a Tab. 1 a Tab. 3 plati, ze R =R(d) = J(d) = J
aR,=1J,

Nakoniec pomocou Tab. 1, Tab. 2 a Tab. 3 sa da ukazat, Zze kazdy hlavny lavy (pravy,
obojstranny) ideéal v S; je hlavny lavy (pravy, obojstranny) L - ideal (R -ideal, J -ideél) v S,
(okrem nulového) (r6zneho od nulového {0}).

Priklad 2. Nech S,={0,a,b,c,d,e, f,g,h,i, j,k,I,m,n,0, p,q,r,s,tu,v} je pologrupa
a binarna operacia je dana multiplika¢nou tabul’kou Tab. 4, a S, = L(a) = J(a).

e |0Oja|bc|d|e|f|g|h|i|] k|l [min]jo|lp|lg|r|s |t | U]|v
o,0/0/0|jOfO|O0O|O|O0O|O|O|O|O|O|O|O(|O|O|O|OfO]|O]O O
al0O|lalalc|c|ele|g|g|i|i |k|lk{m|m|ojo|lqg|g|s|s|U]u
b |0 b |b|d|d|f |[f [h|h|j ] |0l [l |{n|n|p|p|r|r|t|t|V]|v
c|0|c|c|lg|g|lk|k|]o|lo|s|s |0|O|c|c|g|lg|lk|k|o]|o]|S s
d|o(d|d|h|(h |l |l {p|p |t |t |0j0|d|d h{h|l |l |p|p|T]|t
e |0|e|e |k |k|]g|g|0|O0|e|e |k|k|g|g|0|0|le|e|k|k]|g]Qqg
f (o (f (f (0L {1 |r{r OO |f |f |1 |l |r{r [O]|O|f |[f |1 |l |r|r
g|/0|glg|o|o|0|0|lg|lg|o|o|0|0|g|lg|o|jo|0|0|gl|g|o]|oO
h |10 /h|h|{p|p|O0O|O|(h|h|p|p|OfO|h |h|p|p|O0O|O0O|h|h|p|p
i |0 ]i |i|s|s|e|le|ojojala|k|k|lululg|lglg|g|lc|c|m|m
1oy |yttt (fypilplbi{b |l |l |{viv | h|h|r|r|djd|n|n
k |0k |k |[O0O|O|k |k |[O0O]|O|k |k |O|O|k |[K|]O|O|k|k]|O|O]|k |k
I (o (1l [l (OOl (L JOJO |l {L{OfO[l |l (OOl |l OO/l |I
miO|m|m|c|c|g|g|g|g|uljulk|klala|o|o|e|e|s|s |i [i
N0 |{n|n|dj|di|r|{r |h|h|v i v |l |l |ib|b|{pfp|f [f |t |t |] |]
o|/0|lofo|lg|g|O0O|0Ofo|0o|g|g|0O|0O|l0o|O0|g|lg|0|0|0|O0|Qg |9
plO|{p|p|h|h OO |p|p|h|h|O0]|O0O|p |p|h|h|O|O0O|p|p|h |h
g|0|g|lqg|lk|k|le|e|0|0|g|g|k|k|e|e|O0|0|qg|g|lk]|k]|e |e
r|lojr {r |0 |1 (f(f 0|0 |r |r (1 {0 [f |[f |O|O|r (r |l |l |f|f
s |0|s|s|o|lo|k|k|gl|lg|lc]|c|O0O|O0O|s |s|o|o|k|k]g]l|lg]|c |c
t (Ot |t |{p|fp |l |l |[h|{h|d|d|O|O0O]|t |t |p|p |l |l |h|h]|d]|d
ulO0Ojujuj|s|siglglo|o|m|m|k|k|i |i |g|lg|le|le]|c|c|a|a
v |0 v v |t |t |r|r|pip(n|in |l |l |j ] [h]|h|f|f|d|d|b|Db
Tab. 4

8 G - slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 20 (2023), ¢islo 39, s. 5 — 22



O hlavnych idedloch v pologrupach s ohl'adom na ich podmnoziny

1) Mnozina vsetkych ®-tried v S,/R a jej usporiadanie v S,/R (pozri Tab. 2).)

A A
{a,i,m, u} {b, j, n, v}
" Ia AN
{c.s} A{ea} {d. 3 {fr}
AN "/
{g,v} [N A [{h, p}
{k} {1}
{0}
A —ano
N — nie
Tab. 5

2) Mnozina vsetkych L-tried aj mnozina vsetkych J-tried S,/L = S,/J a ich usporiadanie
v S,/L astucasne aj v S,/J.

{a, b, i,j,mn,u,v}

{c,d,s, t} {e,f,q,r}

P

{9, h, 0, p} {k 1}
\ /
{0}
Tab. 6

Podobne ako v priklade 1 sa da dokazat' podla Tab. 4, Tab. 5 a Tab. 6, Ze su pravdivé
nasledujuce tvrdenia:
1. existuje hlavny l'avy (pravy, obojstranny) idedl v S, taky, ze je hlavnym l'avym (pravym,
obojstrannym) L - idealom (ﬁ -idealom, J -idedlom) v S,,.
2. existuje hlavny lavy (pravy, obojstranny) idedl v S, taky, ze nie je hlavnym lavym
(pravym, obojstrannym) L- idedlom (R-idealom, J-idealom) v S,.

3. kazdy hlavny l'avy (obojstranny) ideal L = L(b), J = J(b), b € Sz sa rovna hlavnému
obojstrannému idealu J=J(b),beS,vS, t.j.L=L(b)=J(b)=Ja L,= J,VvS,.

G - slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 20 (2023), Cislo 39, s. 5 — 22 9



obojstranny) ideal L = L(a) (R = R(a), J = J(a)), @ € S; nie je hlavaym lavym (pravym,

obojstrannym) L-idealom (R-idedlom, J-idedlom) v S,.
Lu = Su (UR = uS, Ju = Su) pre kazdé u € A a pre kazdé v e L,\A (v € L,\A, v e J,\A) je

V nasledujicom priklade uvedieme pologrupu S;, Vv ktorej kazdy hlavny lavy (pravy,
V kazdom L, (R,, J,) existuje takd neprazdna vlastna podmnozina A, ze pre kazdé u € A plati

Imrich Abrhan

{0}
Priklad 3. Nech S,={0,a,b,c,d,e, f, g, h,i, j,k,I,mn,o0 p,q,r,s,tuv,w,x} jepolo-

grupa a binarna operacia ® na S, je dana tabul’kou Tab. 7. Potom S; = J(c), ¢ € S,.

{0}, Rv={v}, Sv

Lv =

S
t

ViV |V

w

S
t

alb|c

Vv

S

S

ujviw|X

S
t

u /v, w|X

t

S

S

0/0]0]0]0]O

S

0/0]0]0]0]O0

0/0]0]0]0]O

0/0]0]0]0]O

r

r

n|0/0[0]0|0O|O0

i

j

k| k|0j0O]|0O]|O]|O]|O

k

j

g(glg|0{0|0|0|0|O

glh

]

j

klklg/h|h|0/0|0|0|0]|O

K

miniolplq

0(0/0j0]0]|O

0[0[0[0]0 |0 |s|t

0[0|0|0O|O0O[O0|V|IW]|X

0|0|0|0O|O|0O|a|bfc|dle|f

)
J
j

]

r

n|{0|0l0|0|0|0|d|e|e|alb]|b

k

]

k|k|0]|0O[OjO|O|O|s]|t

K

j

!
J
j

g(g|/g|0]0{0[0|0|0]|Vv]|Vv |V

g|h

min|{o|0|0|0|0|0|0|d|e |f

j

n{p|q|gq|(0]0[0|0[0|0ja|b|b|d|e]e

r

j

k|{k|[g|h[h]|0O]0O]|O|O|O0|0|V|w|wW|s

k

g|h

0/0(0|0|0|0O|m|n|o|p]|q

0/[0]|0]|0]0]O

0/0[0]0]0]O

S
t

u/(0j0]0J0]0]0

t

alb|ic|0|0|0|{0(0|0O|p|g|(r|m{njo|0|0|0|0|0]|O

viv|iv|(0|0[0|0|0|0|g|glagl]
viw/w|0]|0|0|0|0|0|g|h|h]]

S

S
t

ulviw|x|0|/0[0]|0|0]|0|g]|h

Olalb|c|d|e|f

Olalblc|d|e|f

Oldjejejalb|b|0|0|0[0[0|0|p|glqg|m|n

O|d|e|f

0/0]/0]0]0]|0]|0]g|h

0/0/0(0]0|0]0]]j

0/|0]0]|0]0]|0]|0]]j

o/ojojojo0j0|0]|p|q

Ols|s
O|s|t
O|s|t

0/0[{0/0)j0|0O|O|0O|O|O]0O]|O]O]0O|0O]0O|0O]|0O]|O]0O|O]0O|OJ0O]O]O

alOlalala|d|{d|{d|[0[0|0|0O|O0O|O0O|m|n|inip|p|p|0]|0|0|0|0]|O

bjOjajb|b|d|e|e|[0|0[{0[0]|0O|0O|m|n|inip|g|q|0]/0|0|0|0]|O0

C

d|{O|d|d|d|aja|a|0[0]|0[0|O0O|0O|p|p|/p/mM/m m|OjO0O|0O|0|0]|O

e
f

g|0{0{0|0|0|0|0|g|0g]|Q

h|{0/{0/0[0|0|/0]|0|g]|h

j

k|0/{0]0|0]0]|0]|0]]

m|i0[0|/0|0|0|O0O|Om|m|{m|p|p|p|O0|0j|0(O|O0|Ojajaja|d|d]|d

n[{0/0j0]0[0]0[0|m|n

p|0[0j|0|O0|O0O|O|0O|p|p|p|mM|{m|{mj{O0[0j0({0O|0|0O|dfd|d|ala]a

0/0(0]/0|0|0|0O|0O|m|njoOo|p]|Q

g|0{0{0[0|0|0O|O0(p|g|g|m|n

r
S
t

u

v | 0Olv|iv]|v]s]|s
w|Olv|iw|w|s]|t
X |0|v|iwl|Xx

Tab. 7
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O hlavnych idedloch v pologrupach s ohl'adom na ich podmnoziny

1) Vsetky L-triedy a ich usporiadanie v S; /L

{c, f,u, x} {i,l, o, r}
{o, 1,1, w} {h, k,Tn, q}
{a.d,s, v} {9,j, m, p}
\ /V
{0}
Tab. 8

2) Vsetky ®R-triedy a ich usporiadanie v S; /R .

{c,f,0, 1} {i, |, u, x}
{b,e,n, g} {h, k, t, w}
{a, d, m, p} {9.], s, v}
\ /
{0}
Tab. 9

3) Vsetky J-triedy a ich usporiadania v S;/J .

{c,f,i,l,0,r,u,x}

T

{b, e, hkn,q,t w}

!

{a,d,g,j,m, p,s, v}

T

{0}
Tab. 10

Pomocou Tab. 8 ukaZeme, Ze plati
1) L=L(h)={0,q,h,j, k mn,p,q}jehlavny lavy idedl v S;, h € S,
2) Ly={hk,n q}
3) Lh=Lk=L a Ln=1Lqg={0}.

G - slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 20 (2023), Cislo 39, s. 5 — 22
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Imrich Abrhan

Potomv L; je A={h,k} a A= L,\A ={m, n}. Z predchadzajuceho dostaneme, ze L = L(h) nie
je hlavny Tavy L -ideal v S,.

Analogicky sa da ukazat, ze kazdy hlavny obojstranny (pravy) J-ideal (R-ideal) v S; nie je
hlavny obojstranny (pravy) J -ideal (R -ideal) v S,.

Definicia 2. Hlavny l'avy (pravy) L-ideal (R-ideal) L = L(b) (R = R(b), b € S pologrupy S
nazveme hlavnym zl'ava (sprava) jednoduchym L-idedlom (R-idedlom) s ohl'adom na H = L
(H=R,), akpre kazdé ae L, (a € R)) jeL =La (R € aR).

Hlavny l'avy (pravy, obojstranny) L = L(b) (R = R(b), J = J(b)), b € S, L-ideal, R-ideal, J-ideal
pologrupy S nazveme hlavny lavym (pravym, obojstrannym) L -idealom (ﬁ -idealom,
J -idealom) bez nuly, ak L— L, =@ (R-R, =@, - J, = D).

Veta 1. Nasledujtce dve tvrdenia (a) a (b) st ekvivalentné:

(@) Hlavny l'avy L-ideal L = L(b), b € S pologrupy S je zl'ava jednoduchy L-ideal s ohl'adom
naH=L, akL=La prekazdé¢a e H.

(b) Hlavny l'avy L-ideal L = L(b), b € S pologrupy S je zl'ava jednoduchy L-ideal s ohl'adom
na H = L, ak neexistuje taky l'avy ideal L', ze plati L "nH=JalL cL.

Dokaz. |. Predpokladajme, Ze je pravdivé tvrdenie (a). Sporom dokazeme, ze potom je
pravdivé aj tvrdenie (b). Predpokladajme, Ze existuje taky lavy idedl L', ze L'm H = &
a L cL.Nechae L'mH. Potom podl'a tvrdenia (a) je L =La c L'c L, ¢o je spor a teda je
pravdivé tvrdenie (b).

Il. Podobne sa da dokazat, ze ak plati tvrdenie (b), potom plati aj tvrdenie (a).

Veta 2. Nech L =L(b), b € Sje hlavny l'avy L -ideal pologrupy S s ohladom na H = L. Potom
L, je podpologrupa v L vtedy a len vtedy, ak L je hlavny zl'ava jednoduchy L -ideal v S.

Dokaz. |. Predpokladajme, Ze L, je podpologrupa v L. Potom La n L, # O pre kazdé a € L,
Nechd € L, n L. Potom L =L(d) c LaC L. Z toho vyplyva, ze L = Lapre kazd¢ a € L, t. L
je hlavny zl'ava jednoduchy L -idedl v S.

Il. Predpokladajme, Ze L je hlavny zl'ava jednoduchy L -ideal v S's ohPadom na H = L,.
Nech existuju také dva prvky a, ¢ e L, zeac ¢ L, , tedaac e L, =L\L, apotom je L(ac) C L,
. Podl'a predpokladu plati L(ac) = L(a)c=Lc=L.Potom L C Lo , €0 je spor. Z predchadzajuceho
dostaneme, Ze ac € Ls pre kazdé a, ¢ ¢ L, t. j. L, je podpologrupa v S.
Veta 3. Nech L =L(b), b € S je hlavny zl'ava jednoduchy L -ideal pologrupy S s ohl'adom na
H = L,. Potom H = L, je silna podpologrupa v L prave vtedy, ak L = L(b) je aj hlavnym
obojstrannym (J = J(b), b < S) L -idealom v S,tj.L=L(b) =J(b)=JaL,=J,.
Doékaz. |. Predpokladajme, ze L, je silnd podpologrupa v L. Potom podla predpokladu pre
kazdés € Lakazdé x e L_b jesx e L_b axse E Z toho vyplyva: L_b je obojstranny ideal v L.
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O hlavnych idedloch v pologrupach s ohl'adom na ich podmnoziny

Ukéazeme, Ze L_b maximalny obojstranny idedl v L. Predpokladajme, Ze existuje taky
obojstranny ideal N v L, Ze E cNcL NechdeNnL,L=L(d) < NclL.To je spor

predpokladom. Z toho vyplyva, Ze Ls maximalny obojstranny ideal v L. Potom podl'a vety 1
jeL\ L_b = L, = Jp. Z predchadzajuceho vyplyva, ze hlavny l'avy L- ideal L = L(b) , b € S je
hlavnym obojstrannym (J = J(b), b € S) J -idedlom Vv S, t. joL=LMb)=Jb)=JalL,=1J,
s ohladom na H = L,

Il. Predpokladajme, ze L = L(b), b € S - hlavny zl'ava jednoduchy l'avy L -ideal je aj
hlavnym obojstrannym J -idedlom v S s ohPadom na H = J, t.j.L=L(b)=J(b) aL,=J,.
Nech plati ¢, a € L. Potom podl'a predpokladu je aj ac € L. Predpokladajme, Ze existuji u, v
také, ze uv € L, anapriklad u ¢ L. Potomu e L_b = J_b Podra vety 2 je J_b obojstranny ideal
v L.Potomuv ¢ L, atedauv e L, . Analogicky sa d4 dokdzat, e ak v ¢ L,, potom uv e L, .
Z predchadzajuceho vyplyva, Ze L, je silna pologrupa v L.

Definicia 3. Hlavny obojstranny J -idedl, J = J(b), b € S, pologrupy S s ohl'adom na H = J,
nazveme hlavnou parcialnou grupou s ohl'adom na H = J,, ak u = v a uy = v maju rieSenie v J,
preueJyaveld

Priklad 4. Nech S, ={a,b,c,d,e, f, g, h,i, j.kI,mn,o0, p,q,r} je pologrupa a binarna
operacia ® na S, je definovana multiplikativnou tabul’kou Tab. 11aS=J=J(f),f € S.

e a|bjc|d|e|f |g|h]|i |[j|k|l |[m|njo|p|q]|Tr
alajala|d|d|d|g|g|g|] |]J|] | m/mm|p|p]|p
bla|b|b|d|e|e|g|h|h]|j |k|k|{m|n|n|p|q]|q
cla|bjc|di|e |f|g|h|i |j|k|l [m|njo|p|qg]Tr
d|d|d|dlalalalj |[j[ilglg|g|p|p[p|m|m|m
e|dlejeja|b|b]|j |k]k|g|/h|h|p|lg|g|[m|[n|n
f |dle|fla|blc]|] |k]|l |glh]i |[p|g]|r | m|n]|o
9/9]/gfgmmmjajaja|p|p|p | mjd|d]j|j|]j
hlg|h|/h|im|n|inja|b|b|p|qg|g|mje e |]j |k |k
i |g|h|i |m{njoja|bi|c|p|g|r |m|f |f |] |[k]|I
jlilililplplpld|d|d/m/m|{mjajlala|g|g]|g
k|J |[k|]k|plg|g|d|e|e|m|n|nja|b|b]|g]|h]h
I |j |k |l [p|lg]|r|dje|f | m|[n|oja|b|c|[g|h]i
mimimm|g|g|g|p|p|plalaljalj |]j|] |d]|d]|d
nimininig|/hjhiplg|lgla|b|b]|j |k|k|d]|e |e
o|/m{njo|g|h|i |p|lqg|r|afbijc|j k]|l |d]e|f
pipipipljlili|/mmmidjdjdjg|g|g|a a|A
giplg|qgl|] |[k|k|m|n|in|d|el|e|g|h|h]a]|b|B
rip|ql|r|j |k|l [m|njo|d]|e|f |g|h|i |a|b]|C
Tab. 11
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Vsetky £ = 7= R - triedy a ich usporiadaniev S,/L =S,/R=S5,/J
{c,f,i,l,0, 1}

f

{b, e, h,k n,q}

f

{a,d, g,j,m p}
Tab. 12

Poznamka 3. Pomocou Tab. 11 a s ohl'adom na £ = J= ® - triedy a ich usporiadanie v S, /J
sa da ukazat, ze hlavné obojstranné idealy J(r), J(h) st hlavné parcialne grupy pologrupy v S,.

Poznamka 4. Ak pologrupe S, priradime nulovy prvok, $'s = Sa U {0}, potom je J(g) hlavnou
parcialnou grupou v S’z .

Veta 4. Nech hlavny obojstranny J -idedl J = J(b), b € S pologrupy S je hlavnou parcialnou
grupou pologrupy S s ohladom na H = J,. Potom

(@ aJ=JaJa=Jprave vtedy, aka € H=J,

(b)  H je silna podpologrupa v J

(c1) EQ)={e}aejejednotkovy prvok v J

(c2) kazda zrovnicv=vC av=uy ma prave jedno rieSenievJ,aku e Hav € J.

(c3) HjegrupavJ.

Dokaz.

(@) Nech a € H. Potom podl'a predpokladu pre kazdé ¢ € J existuje taky prvok x € J, Ze
c = ax € J. Potom J ¢ aJ ¢ J. Z toho vyplyva, ze J = aJ pre kadé a € H. Predpokladajme, ze
existuje taky prvok a’, ze a’¢ H a J = a’J. Potom podla predpokladuavety 1jeJ=a’Jc J ¢o
je spor. Potom J = aJ prave vtedy, ak a € H. Analogicky sa da dokazat, ze J = aJ prave vtedy,
aka € H.

(b) Nech a, ¢ € H. Potom J(ac) = J(a)c = Jc = J. Podl'a tvrdenia (a) dostaneme, ze a, C € H,
t.j. H je podpologrupa v J. Potom podl'a predpokladu plati, ze ac € H prave vtedy, ak a, c € H
a teda H je silna podpologrupa v J.

(c1) Necha e H. Potom podla predpokladu existuje taky prvok e, € J, Ze ae, = a. Nech
b e J. Potom podla predpokladu existuje také y e J, Zze ya = b. Potom
be, = (ya)e, = y(ae,) = ya = b a teda e, je pravou jednotkou v J.

(c2) Podra predpokladu existuje taky prvok e, € J, Zze e;a = a. Podobne ako v 1) sa da
dokézat, ze €, je lavou jednotkou v J. Potom e, e, = e, a e e =€ ateda e = e,=e. Z toho
vyplyva E(H) = {e}, t. j. e je jednotkou v J.

(c3) Z predchadzajuceho vyplyva, ze H je grupa.
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O hlavnych idedloch v pologrupach s ohl'adom na ich podmnoziny

Pomocou Tab. 11 sa da napriklad ukazat’, ze Ss=J=J(b),b € S, je
a) hlavna parcialna grupav S, a

b) platia tvrdenia a analogické k tvrdeniam vo vete 3, t.j. k tvrdeniam (a), (b), (c1), (c2).
Podrl'a Tab. 11 a Tab. 4 plati:

1. J=1J(b) {a,b,d,e,g,h, j,k,m,n, p,q} apodlaTab. 11 je binarna operacia v J definovana
nasledujucou tabulkou Tab. 13.

S5

J|Iso oo

Dlo|lT||S|ZQT|Te | XX
Slke|x—|lojy|o|laloo |5 (3|5
ol |o|alTQ|x[—S (3o |

o oS|I |x[—|Tle|o|lalc|o|e
T o |ISISTIee ol || o
SISl |e oo ([ XT|oTKe | o
ool |® |3 (300l =
Qoo lo|ojaw T (3|3 |3

< T |5 |3 |” (< I|O|MO|W > W

——leke T[T |3|3|v|ivlelala
x—|lT|leleo (s ||| |®|a|®
S3oco|laelalo| o —TQ @@

oo |alalka k==

Tab. 13

2. H=J,= {b, e, h,k,n, q} a binarna operacia v H je definovana nasledujucou Tab. 14
L=L(b): b,k n

k,n,q
o|lble|h ]|k |n|q
b|ible|h|k|n]|qg
ele|blk|h]|g]|n
hlh|n|b|qg]le |k
k |k |[gle|n|b]h
ninihijqlb |k |e
g|qg|k|{nje|h]|b
Tab. 14

Vsetky £ = 7= R - triedy a ich usporiadanie v Sg/L = Sg/R =S5/ =S5/J
{b, e h kn, q}

f

{a,d,g,j, m, p}
Tab. 15
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Definicia 4. (pozri [2], [8]) Hlavny zl'ava jednoduchy L -idedl L = L(b), b € S pologrupy S
nazveme hlavnou parcialnou l'avou grupou v S s ohl'adomnaH =L, v S.

(i)  H=L, je silna podpologrupa v L
(i)  Pre kazdé u, v € H, ak R(u) = R(v), potom R(u) N R(v) = &.

Poznamka 5. Uvedieme priklad pologrupy S, ktora obsahuje dve hlavné parcialne 'avé grupy
V S s ohl'adom na ich podmnoziny.

Veta 5. Nech l'avy zl'ava jednoduchy L -ideal L = L(b), b € S pologrupy S je hlavnou parcialnou
lavou grupou v S s ohl'adom na H (= L,)). Potom

(@ R=R(a), a € H je minimalny pravy ideal v L s ohladom na H v L prave vtedy, ak
aeH

(b) R,= aRnH aR, je minimalny pravy ideal v H prave vtedy, ak a € H
(b1) E=E(H)# Y ae € E je pravou je jednotkovou v L

(b2) rovnica xu =v ma prave jedno rieSenie v L prave vtedy, aka e Hab € L.

Dokaz. Pravdivost’ tvrdeni vo vete 5 bezprostredne vyplyva z tvrdeni v leme 1 a v leme 5
V praci [2].
Veta 6. Nech su splnené predpoklady vety 4. Potom
@ L=w{R(@)|acH}
(b) H=uU{R,|aeH}
Dékaz. Pravdivosti tvrdeni (a) a (b) bezprostredne vyplyva z tvrdeni (a) a (b) vo vete 4.

Priklad 5. NechS;={a, b,c,d, ¢, f g, h,p,q,u, v} abinarna operacia na Sy je definovana
nasledujucou tabul’kou Tab. 16. Potom S je pologrupa a Sg = J(e), e € S;.

olal|b|C|d|e |f |g|h|p|q|u]V
ala|/b|A|lbla|bla|b|a|b|a]|b
b|bla|B|la|bja|bla|bla|b]|a
cla|/b|C|d]|c|d]a|b|c|d]|c|d
d|{bja|D|c|d|c|bja|d|c |d]|c
ela|b|C|d|e|f|a|b|c|d]|e|f
f|bla|D|c|f |e|b|a|di|c|f |e
glg|/h|G|h|g|h|g|h|g]|h|g]|h
hlh|g|H|g|h|g|h|g|h|g|h]|dg
plg|h|Plgipjagjg|h|p|g|p|q
q/h|g|Qlplg|p|hlg|g|p|qg|p
ulq|(h|Plgjuijv|glh|p]|g]|u]vV
v ih|{g|Q|p|v|ulh|g|lq|p ]|V |u
Tab. 16
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O hlavnych idedloch v pologrupach s ohl'adom na ich podmnoziny

1) Vsetky L-triedy a ich usporiadanie v Sg/L.  2) Vsetky R —triedy a ich usporiadanie

v S¢/R
{e, f, u, v} {e,f} {u,Vv}
{c, dTp, q} {c.d} {p, a}
{a,b, g, h} {a,b} {g,h}
Tab. 17 Tab. 18

3) Vsetky J— triedy a ich usporiadanie v Sg/J.

{e, f,u, v}

T

{c, d,Tp, qk
{a, b, g, h}
Tab. 19

Ukazeme, ze hlavny zl'ava jednoduchy L -ideal L = L(c), ¢ € S5, H = L, je hlavnou parcialnou
lavou grupou v Sg s ohfadom na H = Ly (L = L(c) = Sg = L(e), e € Sg).

L=L(c)={a,b,c,d, g, h p,qj:

e a|bjlc|d|g|h|p]|Q
alal/blalblal|b|al|b
biblalbja|bla]|bla
clalbjc|d|a|b|c|d
d|{blajd|c|b|a|d]|c
g9 |h|g|h|h|g|g]|h
hlh|{g|h|g|g|h|h]|g
Plglh|plgjg|h|g]|p
qglhjgjagfplhjgfp]q
Tab. 20
L.={c.d, p,q}:
e c|d|p|q
clc|dj|c |d
d|d|c|d]|c
P /P9 |pP|Q
g9 [P fqg]p
Tab. 21
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1. Pomocou Tab. 16, Tab. 20 a Tab. 21 ukazeme, Ze L je L -ideal.

Podl'a Tab. 16 a Tab. 20 plati: Sgya = La, Sgb = Lb, Sg¢ = Lc, Sgd = Ld, S;g = Lg, Sgh = Lh,
SeP=Lp, Sg=1Lq, ateda L je L-ideal v S,

2. Pomocou Tab. 20 a Tab. 21 ukdzeme, ze L je hlavna parcialna l'ava grupa v S,.

Podl'a Tab. 20 a Tab. 21 platiLc =L, Ld=L,Lp=L, Lg=L ateda L je zl'ava jednoduchym
idealom s ohl'adom na H = L, ¢o je silna podpologrupa v L. Podl'a Tab. 20 mnozinu vsetkych
pravych idealov tvoria nasledujace dva: R(c) = {a, b, ¢, d} a R(p) = {g, h, p, q}, pri¢om plati
R(c) # R(p) aR(c) " R(p) = L.

Z predchadzajuceho vyplyva, ze L je hlavna parcidlna 'ava grupa.

Poznamka 6. Ak pologrupe S, priddme nulovy prvok, t.j. S U {0} =S, (pre kazdé X € S je
x0=0x=0), potom pologrupa S, obsahuje 3 hlavné parcialne grupy s ohl'adom na podmnoziny.

Definicia 5. Hlavny obojstranny J -ideal J = J(b), b € S pologrupy S nazveme jednoduchy
s ohl'adom na podmnozinu H = J, , ak pre kazdy taky obojstranny idedAl N = J,ze NN H = &
jeN=J.

Priklad 6. Nech S, ={a, b,c,d, e, f, g, h i, J,k I,mn, q,rstu v w, X} je pologrupa
a binarma operacia na S, je definovana multiplikativnou Tab. 22 a S; = J(c), ¢ € S.

olal|b|c|dle|f|g|h|i|j|k|[l|m|n|o|p|q|r|s |t |u|Vv|w]|X
alaljaljajd|d|djajalajd|d{dimim|m|p|p|(p|p|p|p|mM[m|m
blalb|b|d|e|e|la|b|b|d|elelm|n|in|p|g|qg|p|q|g|m|n|n
c |a|bjc|d|e|fla|b|jc|d|e|fm|njo|p|g|r |p|gq|r |minj|o
d|d|d|d|ajaja|d|d|d|alaja|p|p|/p|m/mim/m|m|m|p|p]|p
e|d|eje|a|b|b|djejelalb|b|ip|(g|g|m|n|in|{m|n|n|p|q|(
f |dle|f|a|lb|c|d|e|f|lalbjc|p|qg|r m|injo|n|{m|jo|p|qg]|Tr
919(9(9/J[J[i|9]9|9]j|[J[i|V |V V]S |S|S|S|S|S |V V]|V
hig|/h|(h|j|k|k|glh|h]j|k|k|v | w|lw]|s |t |t |s |t |t |V | w]|w
i jglhli|jlk|l]glh|i]]]k]l|v | w]|x|s |t |[u]|s |t |u]|Vv | w]|X
jljlilil9l9l9fj|i|i|9|9[Q|sS S [S |V |V |V |V |V |V |S|S|S
k 1j|k|kjg|/h|h|j|k|k|g|h|h|s |t [t |v]|w|w|Vv | w|w]|s |t |t
I [jlk|lI|glh]i|j|k|lI|g|h]i|s |t |u|v | w|[x|[v|w]|x|s |t |u
miajalajd|d|{d|d|d|djajajajm|{m|m|p|(p(p/mimim|p|p|p
njalb|bjdjeje|dfe|elalblbm{ninip|(g|(gim|n|n|p|q]|Qq
o|a|bjc|d|e|f|d|e|f|lalblc/m|n]jo|p|g|r |m|njo|p]|qg|R
pldidjdjajajalajalald|d|d(p|p|p|/m|m|m|p|(p|p|m|m|M
g|(djeje|a|b|bjajb|b|d|efe|p|g|g|(m|n|n|p|qg|qg|m|n|n
ridje|fla|bjc|a|b|c|d|e|(f|{p|g|r | m|nfo|p|q|r |m|njo
S ij|Jlllglaglglglalgljljli|s|s|S|Vv ]|V Vv ]S |S|sS |V |V ]|V
t |jlki{k|g|h|h|jg|h|h]j|k|k|[s |t |t |v | w|w]|[s |t |t |V | w]||w
uljlk|il]jglhlifglh|i]j|k|l|s |t | u]v | w|x|[s |t ]|u]|Vv | w]|X
viglaglagljlilililililalglg|lv]|v]|Vv ] |s|s|Ss |V |V ]|V ]S |S|s
wlg|lh|h|j|k|k|]j|k|k|g|h|h|v | w|w]|s |t |t |v | w|w]|s |t |t
X |glhj{i|j|k|l]j|kjl]glh]i|v | iw|x|s |t |u|v | w|x|s |t |u
Tab. 22
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O hlavnych idedloch v pologrupach s ohl'adom na ich podmnoziny

1) Vsetky L - triedy a ich usporiadania v S, /L

{c,f,i, 1} {o, r,u, x}

{b, e, h, k} {n,q,t, w}

{a,d, 9,j} {m, p,s, v}
Tab. 23

2) Vsetky ® - triedy a ich usporiadania v S; /R

{c,f,0, 1} {i, I, u, x}

{b,e,n,q} {h, k, t, w}

{a,d, m, n} {9,],s, v}
Tab. 24

3) Vsetky 7- triedy a ich usporiadania v S, /J

{c,f,i,l,0,r,u,x}

{b,e, h,k n,q,t w}

!

{a,d, g,j,mp,s, v}

Tab. 25

Definicia 6. Hlavny obojstranny J -ideal J = J(b), b € S pologrupy S nazveme tuplne
jednoduchy s ohl'adom na podmnozinu H =J, < J, ak

(@) Jjejednoduchy s ohl'adom na podmnozinu H.

(b) J obsahuje asponl jeden minimalny l'avy L -ideal s ohPadom na H = J, < J s obsahuje
aspon jeden minimalny pravy R -idedl s ohPadom na H = J,cJ

(c) pre kazdé a, ¢ € H, ak L(@) = L) (R(d # R(0)), potom L(@) n L(c) = &
(R(@) N R(c) = ).

Poznamka 7. AKo sme v predchadzajucom dokazali tvrdenia napriklad o hlavnej parcidlnej
lavej grupe L = L(b), b € S pologrupy S s ohl'adom na H = L, pomocou tvrdeni v pracach [1],
[2], analogicky dokazeme aj v d’alSom uvedené tvrdenie 0 hlavnom obojstrannom uplnom
(aplne jednoduchom) obojstrannom J -idealy J = J(b), b € S pologrupy S s ohladomnaH =], .
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Veta 7. Nech J=J(b), b € S pologrupy S je hlavny obojstranny jednoduchy J -ideél s ohPadom
na podmnozinu H = J,,. Potom H je silna podpologrupa v J.

Dokaz. Predpokladajme, Ze existuju také dva prvky u, v € J, ze napr. U ¢ Ha uv € H. Potom

podlavety 1jeuv e J nH=. To je spor. Z toho vyplyva, Ze uv € H vtedy a len vtedy, ak
u, v € H. Potom podl'a predpokladu H je silnd podgrupa v J.

Veta 8. Nech st splnené predpoklady vety 6 a naviac J nech ma aspon jeden minimalny lavy
L =L(c), ¢ € H s ohl'adom na mnozinu H. Potom

(@) L, je minimalny l'avy ideal v H
() H=u{L,|ceH}
(c) H je jednoducha podpologrupa J.

Doékaz. Pravdivost tvrdeni tejto vety je bezprostrednym dosledkom lemy 9 v [2].

Veta 9. Nech hlavny obojstranny J-deal J = J(b), b € S pologrupy S je uplne jednoduchy
s ohl'adom na mnozinu H = J,. Potom

@Jd=u{L@laeH}tal,=u{lL,|aeH}
) J=uU{R()|ceH}al,=U{R,|CceH}

Dokaz. Pravdivost tvrdeni je dosledkom predchédzajacich tvrdeni.

Veta 10. Nech hlavny obojstranny J -idedl, J = J(b), b € S pologrupy S, je tplne jednostranny
s oh'adom na podmnozinu H = J,. Potom

(@) prekazdé a € H existuje e € E(H) také, zee e R, N L,
(b) eL = R(e)L(e) =R(e) nL(e) =eJe =R(e)e pre kazdé e € E(H).
Dokaz. Pravdivost’ tvrdeni (a), (b) v tejto vete je dosledkom lemy 10 v [2].

3 Zaver
V préci:

1. Definujeme hlavny l'avy (pravy, obojstranny) L-ideal (R-ideél, J-idedl), a tiez L - ideal
(R -ideal, J -ideal) pologrupy S.

2. Uvedené su priklady polograp:
a) pologrupa, ktorej kazdy hlavny ideal je bud’ hlavny L- ideal, alebo R -idedl, alebo
J -ideal.
b) Pologrupa, ktorej aspon jeden hlavny idedl je bud’ hlavny L - ideal (ﬁ -idedl, J -idedl)
a aspon jeden hlavny ideal nie je ani hlavny L - ideal (R -idedl, J -ideal).
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O hlavnych idedloch v pologrupach s ohl'adom na ich podmnoziny

c) Pologrupa, v ktorej ziadny z jej hlavnych idealov nie je hlavny L-ideal (R-ideal, J-
ideal).
3. Su dokazané dve hlavné tvrdeniao L =L/b, b € S pologrupy SaH =L,.
Strucne:
A.H =L, je pod pologrupa v L prave vtedy, ak L je hlavny zl'ava jednoduchy L-ideal
vS (Veta?2).
B.H = L, je silnd podpologrupa v L prave vtedy, ak L = L(b) je aj hlavnym
obojstrannym (J < J(b), b € S) J -idealom v S, tj.L=L({)=JMb)=JaL,=J,.
4. Su definované:
a) parcialna hlavna grupa s ohl'adom na H = J, (J = J(b), b € S pologrupy S)
b) parcialna hlavna l'ava grupa s ohl'adom na H = L, (L = L(b), b € S) pologrupy S
a dokéazané st o nich zakladné tvrdenia. Uvedené su priklady parcialnej hlavnej grupy S,

(Priklad 4) a parcialnej hlavnej I'avej grupy Sg (Priklad 5).

5.V poslednej Casti definujeme pojem jednoduchého (Gplne jednoduchého) obojstranného
J -idedlu J = J(b), b € S pologrupy S s ohl'adom na H = J, a o tychto idedloch su
dokazané niektoré zakladné tvrdenia. Uvedeny je priklad jednoduchého a uplne
jednoduchého hlavného J -idealu (Priklad 6).
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Fitting a Triangle on 3 Lines

Anton Gfrerrer

Abstrakt

Predstavime rieSenie nasledujiceho problému:
Nech g1, g2, g3 st Tubovolné priamky priestoru
a TYTITY je trojuholnik. Ndjdite takd polohu
T\ Ty T3 trojuholnika TYTYTY aby T; € g;, i =
1,2, 3. OpiSeme tiez vzajomnu polohu ¢, go,
gs a TV'I,T5 za predpokladu, Ze body 7; sa
moZu pohybovat po priamkach ¢g;, 7 = 1,2, 3.

KTFicéové slova: umiestnenie trojuholnika:
pohyb po priamkach

1 Introduction & motivation

Abstract

We present a solution to the following fitting
problem: Let g, g2, g3 be arbitrary lines in
space and let T)TYTY be some triangle. Find
poses Ty Ty Ty of TYTYTY with T; € g;, i =
1,2, 3. We also characterize the configurations
of g1, g2, g3 and 117575 admitting a motion
where 7; runs on g;, ¢ = 1,2, 3.

Keywords: triangle fitting; motions with
straight line paths

In this paper we tackle the following two problems; see Fig. 1:

Problem 1. Given a triangle TP TYTY and three arbitrary lines gy, g2, g3 in space, find congruent
copies Ty Ty T3 of TYTITY such that T; € g;,i = 1,2, 3.

Problem 2. Determine all configurations of a triangle 77575 and three arbitrary lines g1, ga,
gs 1n space, permitting a motion where 77, 7, and 75 stay on ¢;, g» and g3, respectively.

Fig. 1. Left: Fitting a triangle on 3 lines in space

Right: Problem 2.

As a motivation we present three tasks which involve Problem 1.

First, we examine the so-called ‘double triangular manipulator’ of H.R.M. Daniali [2]. The
architecture of this robot is revealed in Fig. 2, left: Both, the base >* and the end-effector
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> of the manipulator contain triples of mutually skew rods R}, R5, R; (green), and RR;, Ro,
R3 (orange), respectively. Base >* and end-effector > are connected by three legs Ly, Lo and
L (blue & gray). Leg L; connects the rod R} of the base and the rod R; of the end-effector,
1 = 1,2,3. Each leg L; consists of two cylindrical joints C}, C; and a universal joint U; in
between. C; can rotate around and slide along L; and the same is the case for the pair C;, L;.
As the degree of freedom (d.o.f.) of each of the joints C}, U; and C; is 2, the d.o.f. of a complete
leg L; is 6. Both degrees of freedom of C} (sliding along and rotating around R}) are driven by
appropriate motors. The other 2 joints U; and C; of each leg L, operate passively.

To solve the direct kinematics task (DK) of the manipulator one has to determine the end-effector
pose for given positions of the 3 driven cylindrical joints C7, C3, C3, see Fig. 2, right. This
means that the centers 7; (black) of the cylindrical joints C; are known whereas the axes g;
(red) of the end-effector rods R; have to be determined such that g;, go, g3 contains 1}, T5, T3,
respectively. This is exactly the inverse of Problem 1.

The DK of Daniali’s robot was solved in [4] with the help of an advanced tool, known as
‘kinematic mapping’. The method used there leads to a system of 8 homogeneous quadratic
equations in 8 unknowns — the so-called ‘Study parameters’ (motion parameters). In the
paper at hand we will present a more elementary way to solve Problem 1 which uses only 3
(inhomogeneous) quadratic equations in 3 unknowns.

Problem 2 occurs in the singularity analysis of the double triangular manipulator which treats
the following question: Are there poses of the three joints C" which admit a movable or at least
shaky behaviour of the end-effector 7

Fig. 2. Double triangular manipulator. Left: robot’s architecture; Right: direct
kinematics of the robot.

Next, imagine a pattern of congruent equilateral triangles in a plane and a point light source O
somewhere in space. Now an arbitrarily shaped triangle 777575 shall be positioned in space
such that its shade is coincident with one of the triangles of the pattern. This means that the 3
light rays g1, g2, g3 through the vertices of the target triangle have to contain the three points
11, T, Ts. Hence, this task can also be seen as the special case of Problem 1 where the 3 given
lines g1, g, g3 contain a common point, namely the light source O. This task is also known as
the ‘all triangles are equal’-experiment in A. Beutelsbacher’s ‘Mathematikum’, a famous maths
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Fitting a Triangle on 3 Lines

museum and exhibition in Gielen, Germany [1].

Finally, we refer the reader to the task of fitting a circle on three planes (see [3]): Given 3 planes
1, T, T3, a circle ¢ and 3 points C, Cy, C3 on ¢, find positions of ¢ such that C; lies in 7,
1 =1,2,3. In Fig. 3 the task is illustrated for the case where every pair of the three given planes
is perpendicular to each other. We leave it up to the reader to find out why the circle fitting
problem is again (a special case of) Problem 1.

)

—

Fig. 3. Fitting a circle on 3 planes.

The rest of the paper is organized as follows: In Section 2 we derive some elementary properties
of motions which are defined by the assumption that two points 7 and 75 of the moving system
are bound to two straight lines g; and g5 of the fixed system. We moreover recall some properties
of the well-known ‘Cardan motion’. In Section 3 we present a solution to Problem 1. Finally,
in Section 4 we treat Problem 2.

2 Motion of a line segment along two lines

Let us start with a line segment |77, 75| which moves in space such that its end-points 77 and
T, are bound to non-parallel' straight lines g; and g, (Fig. 4). It is evident that for any chosen
position of T} on g; one has to intersect the sphere with radius ¢ := dist (77, T5), centered in T3
with the line g to obtain 0, 1 or 2 corresponding positions of 75.

Because g; and g- are either skew or intersecting there exists a unique common normal n of g;
and g,. The (shortest) distance s between ¢g; and g, appears between the two pedal points P;
and P, of n. Let T} denote the normal projection of 75 in direction n on the plane ¢ through ¢,
and parallel to g, and let r := dist (73, 75). Then the lengths ¢, s and 7 occur as edge lengths
of the right-angled triangle 7,75Ty. Thus we have t* = 72 + s? which means that the triangle’s
measures stay invariant while 77 and 75 move along ¢; and g,. This also implies that the angle
7 between the line 7775 and the planes which are parallel to both of the lines g;, g- is constant
in the course of this motion. Let us summarize this in

'If g1 and g5 are parallel we only obtain the trivial case of a pure translation of the line segment 7} 7% in direction
of g1, ga.
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Result 1. If within a rigid body motion ¥/%* in 3-space the paths of two (distinct) points 77 and
T, of the moving system X are intersecting or skew straight lines ¢g; and g- in the fixed system
>2* then the angle 7 between the line 775 and the planes parallel to both, ¢g; and g5 is constant
throughout the motion X />*. Moreover, the normal projection of the line segment [T}, T»] into
one of these planes has constant length r. If s denotes the (shortest) distance of the line pair
g1, 9o and t := dist (11, T5), we have:

2 = 45 (1)

Fig. 4. Two points 71, T5 run on two straight lines g;, go.

Fig. 5. Cardan motion.

The motion Y2 /3* defined by the two conditions that 7 and 75 stay on ¢; and g, is 2-parametric
because every point X in Y which does not lie on the line 775 can still rotate around 7775
throughout this motion. If we, for instance, additionally assume that the direction of n shall be
kept, then we have sorted out a 1-parametric sub-motion of this 2-parametric motion. Within
this 1-parametric motion, the point 73 from above stays on a straight line, too, namely on the
normal projection ¢/, of ¢, into the plane . Note that g}, is the line parallel to g, that contains
the pedal point P, of n on ¢g;. Hence, we arrive at a planar motion in the plane ¢ where the
fixed system is represented by the two intersecting lines g, g5, and where the moving system is
represented by the line segment 777%. In the course of this motion the points 77 and 73 run
on the two intersecting lines g; and g5. This well-known ‘Cardan motion’ has the following
properties:
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1. There is a circle ¢ in the moving system and a circle ¢* of double size in the fixed system
such that c rolls on (and inside) ¢* in the course of the motion (Fig. 5). The circle ¢
contains the points 77 and 77; the circle ¢* is centered in P;.

2. Every point X of c runs on a straight line gy through P,. More precisely, the path of a
point X € cis a line segment (a diameter of the circle ¢*). The path of every other point
of the moving system X (i.e., a point not lying on ¢) is an ellipse in the plane ¢ centered
in P 1.

Fig. 6. Continuation of a Cardan motion to 3-space.

The continuation of the Cardan motion to space is a motion where the right cylinder ® with
cross-section c¢ rolls in the right cylinder ®* with cross section ¢* (Fig. 6). Within this motion
every point 73 on the cylinder ® traces out a straight line segment on a line g3 which meets
the line n under a right angle. Thus we have found an example for a spatial motion where a
2-parametric set of points, namely all the points of a right cylinder ® have straight line paths.
Moreover all these paths intersect the axis n of ®* orthogonally. The orbits of points that do not
lie on ® are ellipses centered on n with supporting planes parallel to ¢.

NI;P'Z U = U2

g1

Fig. 7. Two points 77, T5 run on two straight lines g;, go (dimensions).

Let us reconsider the initial situation: The endpoints 7} and T of the line segment [T}, T3] are
bound to the straight lines g; and g- (Fig. 7). We supply each of the two lines ¢g; and g, with an
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orientation and denote the oriented distance of P; and 7 by u and the one of P and 75 by v.
Note that v is also the oriented distance of P, and 7. Moreover, we denote the angle between
the oriented lines g, and go by . Then the cosine rule for the triangle 7' P, T7 yields

u2+vz—2c0s7uv—r2 = 0 )

with 72 = 2 — s%. This equation is the key to the solution of Problem 1 which we are going to
discuss next.

3 Fitting a triangle on three lines

Given some triangle TP TY Ty and three arbitrary lines g, g, g3 in space, we want to determine
all congruent copies 117513 of TPTYTY such that T; € g;, ¢ = 1,2,3 (Problem 1). Fig. 8
illustrates the situation where the vertices 77, 15, T5 of some triangle lie on 3 lines gy, go, g3 in
space.

Fig. 8. Fitting a triangle 117575 on three straight lines g1, g2, g3.

o Let ¢y := dist (Ty,T3), ty := dist(T3,T}), ts3 := dist (71, T3) be the lengths of the
triangle’s edges.

e We denote the shortest distance of the line pairs by s;:

sy := dist (g2, 93), S2:= dist (g3, 1), s3:= dist (g1, g2)
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e The three common normals of the line pairs generate two pedal points P;, (); on each of
the lines g; and we denote the distance of these points by d;, 1 = 1,2, 3.

e Fori = 1,2, 3 we supply the lines g; with an orientation: If P; # (); we use the orientation

of the vector P;(); as the ‘positive’ direction on g; whereas in case of P, = (); we freely
choose one of the two possible orientations on g;.

e We denote the oriented angles of the line pairs by ;:

"M = 4(92,93)7 Y2 = 4(93791)7 V3= 4(91792)

u Pl, T1
If v denotes the oriented distance of BT in the sense of the above chosen
w P, Ty
u—dy Q1. Th
orientation on g; then ¢ v — ds is the oriented distance of < ()2, 75 ;. If we apply the
w — d3 Qs3, T3

cosine rule in analogy to above (see Fig. 7) we obtain the following triple of quadratic equations
for the three values u, v, w which determine the positions of the triangle’s vertices 7; on the
lines g;:

(v—dy)* + w* — 2cosy (v—dy))w — 1?2 = 0 3)
u? + (w—ds)* — 2cosypu(w—ds) — 13 = 0 4)
(u—d)?* + v* — 2cosys(u—d)v —rs = 0 5)

Here, r} =t — s?,i=1,2,3.

In the ‘uvw-world’ the equations (3), (4), (5) represent three quadratic cylinders ®;, @5, P
whose generators are parallel to the u-, v- and w-axis, respectively; see Fig. 9. Any point in the
intersection ®; NP, NP3 represents a triple u, v, w which yields a solution to Problem 1. Hence,
we have proved that Problem 1 can have up to 8 solutions in the generic case.> The example in
Fig. 9 indeed provides this maximal number of solutions: There are 8 mutually distinct points
(red) in the intersection ®; N &5 N ®3. We summarize:

Result 2. Problem 1 can have up to 8 solutions in the generic case.

The example in Fig. 10, left, was constructed with the following input: The given triangle
TYTITY is equilateral and the configuration of the three given skew lines g;, g and g3 has
rotation symmetry: The rotation axis a and a line g; skew to a were chosen. Then g, and g3 were
obtained by rotating g; with angles 120° and 240° around the axis a. With this input one obtains
8 solutions triangles 777573 as long as the size of the triangle TP7YTY is not to small. Due to
the symmetry of the input two of the solution triangles lie in planes normal to the rotation axis
a (the 2 red triangles in Fig. 10, left). The other six solution triangles are drawn in orange in
Fig. 10, left.

In the example depicted in Fig. 10, right, T)TYTY was again chosen as an equilateral triangle.
The lines g1, g2, g5 intersect in a common point O. If this is the case then every solution triangle

The special case where the 3 cylinders contain a common curve will be treated in Section 4. Clearly, this
means that the triangle 77575 is movable along the lines g;, g2, 3.
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Fig. 9. The three cylinders ®;, ®5 and ®3 in the uvw-world and their
intersection points (red). c is a quartic curve which contains all points
of ®; N &9 N P3. In this example the maximal number 8 of solutions
is achieved.

Ty'T5T; has a corresponding ‘fwin’ obtained by mirroring 77573 on O. By an appropriate
choice of the input dimensions one again gets the maximal number of solution triangles, i.e., 8
as shown in Fig. 10, right.

Of course, it is not a big deal to solve the system (3), (4), (5) of quadratic equations if one uses a
computer algebra system. But we also want to shortly outline how to derive easily a univariate
polynomial of degree 8 ‘by hand’ whose zeroes represent the solutions.

e First, we compute a parameterization of the quadratic cylinder ®5:

u %(ag coso — bgsino) + d;
v = \/li(a3cosa+bgsin0) , oef0,2r), TeR  (6)
w T

T3

This parameterization of ®3 can easily be confirmed by means of substitution into (5): It
nulls (5) identical in o and 7. Moreover (6) shows that the cross sections of the quadratic
cylinder @3 normal to the generators are ellipses with axes lying parallel to the lines
v = Zu of the uv-plane.’

Here a5 and bs are constants defined via as := and b3 :=

e By subtracting (4) from (3) we obtain another condition in u, v, w, quadratic in » and v

3 Analogously, ®; and ®, are cylinders whose cross sections normal to the generators are ellipses with axes
parallel to the lines w = v in the vw-plane and u = +w in the wu-plane.
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Fig. 10. Left: Fitting a triangle on 3 skew lines. Right: Fitting a triangle
on 3 lines that intersect in a common point O. Both examples have 8
solution triangles.

but linear in w:

u? — (v—dy)* — 2dsw + d5 + 1} — 75
—2cosypu(w—ds) + 2cosyyw(v—dy) = 0 @)

From this equation we can compute w as a quadratic rational function of u and v:

u? — (v—dy)* + 2d3 cosypu + di + r} — 13 ®
w =
2 (d3 + cosyau — cosvy (v —ds))

Substitution of (6) into (8) yields 7 as a rational quadratic expression in cos ¢ and sin o
T = 7(0)

This we can again substitute into the third row of (6), thus obtaining the parameterization
of a quartic curve ¢ which is the intersection of the elliptic cylinder ®3 and the quadric

(7):

u(o) \%(G:& coso — bysino) + d;
U(O') = \%(ag cos 0 + bs sin 0') )
vl (o)

This parameterization tells us that c is rational of degree 4. The curve c is also depicted
in Fig. 9 (blue). Clearly, c carries all points of ®; N &5 N 3.
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e To finally obtain a univariate polynomial whose zeroes represent the solutions we only
have to intersect ¢ with one of the cylinders ®; or ®,, say ®: By substitution of (9) into
(3) we first get a univariate polynomial of degree 4 in cos ¢ and sin o which can then easily
be converted into a univariate polynomial p(£) of degree 8 in £ where £ is defined by the
usual half-angle substitution:

1-&2 2
fztan%; (cosa:£ sino = £ )

Remark 3.1

(a) The above described method of computing a univariate polynomial p(§) does not work if
the denominator of (8) vanishes for all values of w and v, i.e., if (1,72, d3) = (£5,£7,0).
But in this very special case one can easily derive another univariate polynomial in analogy
to the method described above.

(b) The axis of the elliptic cylinder &3 becomes the w-axis of the coordinate frame if d; = 0,
i.e., if the pedal points P; and (), on g; are identical.

(c) 3 becomes a right cylinder (cylinder of revolution) if y3 = +7.

(b) and (c) follow immediately from the equation (5) of ®3. Analogous statements as in (b) and
(c) hold for the elliptic cylinders ®; and Ps.

4 Motion of a triangle along three lines

In Section 2 we have already seen that a motion > /¥* where three (non-collinear) points 77,
T, and T35 of the moving system > have straight line paths g;, g» and g3 in the fixed system
>* is possible. The example we discussed there was the well-known Cardan motion (Fig. 6).
So, Problem 2 now means to find out if there are other motions in space — beside the Cardan
motion and the trivial case of translating a triangle 777575 along a fixed direction — where three
non-collinear points move on three straight lines.

We already know that if two points 77 and 75 move on two non-parallel straight lines g; and g
then the inclination of the line 775 to the planes parallel to both lines, g; and g- is constant
(Result 1, Section 2). The motion X /%* defined by the condition that two points 7 and T of the
moving system X are bound to straight lines g, and g is 2-parametric: The orbit of any point 73
in Y which is not lying on the straight line 7775 is a surface ¥, see Fig. 11. The computation of
a parameterization of this path surface W is straight forward, if one adapts the coordinate frame
appropriately: If the z-axis is chosen as the common normal n of g; and gs, the origin O as the
midpoint of the 2 pedal points of n on ¢g; and g and the z-axis such that it encloses equal angles
with ¢g; and g5, one obtains the following parameterization of W:

()
y(,u7 V) =
| 2(u,v)

(f —3)cos pu— & tan 2 sin pu — h(% cos pusin v + sin f1 cos v)
cot Zcospu+r(f — %) sinp + h(—2sinpusinv + cos pcosv) | (10)
s(f—3) +Xsinv

r
r
2
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Here again like in Section 2 we have denoted the (shortest) distance of the lines ¢, g» by s, their
angle by ~ and the distance of T and T by t. The value 7 is again defined by r? = t? — 5. The
other two constants in (10), f and h, have the following meaning: h is the distance of 73 from
the line 7775 and f is defined as the ratio of the points 77, 75 and the normal projection M of
T35 on the line T775:

e
1

nM = [T

g1

Fig. 11. Octic path surface ¥ of a point 73 w.r.t. a motion which is defined by
two points 77, T running on two straight lines g1, go.

We use a computer algebra system to derive the equation of the surface W by means of eliminating
the two parameters ;. and v from the 3 lines in (10). After having switched to homogeneous
coordinates xq, x1, Ty, T3 Via x = ;—(1), Yy = i—f}, z = i—g the equation of W turns out to have the
shape

r3 - (2% + 22 +23)* + 30 - pr(20, 21, 20, 23) = 0. (11)

Here, p; (o, x1, T2, z3) is a homogeneous polynomial of degree 7 in xq, x1, T2, r3. Eq. (11) tells
us that W is an algebraic surface of degree 8. Moreover, the intersection of W with the plane at
infinity is determined by

2y (23 + 13+ 23)° = 0.

Apparently, this curve decomposes into the line at infinity z3 = 0 of the xy-plane (counting
four-fold) and the absolute conic 27 + 23 + 23 = 0 (counting twice). We conclude that the
only real points of W at infinity are the points on the line at infinity of the zy-plane. Now, if
we require that the point 73 also runs on a straight line g3, then this line must be contained in
W and moreover be parallel to the zy-plane according to what was said above. Hence, all three
path lines ¢;, g and g3 lie parallel to the xy-plane which in particular means that the common
normals of g3, g1 and of g3, g» are both parallel to the common normal 7 of g;, g» and hence,
in our setup parallel to the z-axis. From this follows by means of Result 1 of Section 2 that
the inclination angles of the lines 7775 and 75,75 w.r.t. the zy-plane also have to be constant
throughout the motion like the one of 7175. So, also the 3 angles between 1175, 1175 and 1575
and the z-axis stay constant for such a motion. But this is only possible if the lines in the moving
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system 2 which are parallel to the z-axis stay parallel to the z-axis in the course of the motion.
Hence, we arrive at the situation of Section 2 where two points 7} and 75 ran on straight lines
g1 and g9 and additionally the direction parallel to the common normal n of ¢g; and g, was fixed
throughout the motion, i.e., at a Cardan motion. We summarize in

Result 3. The only motions where the vertices 77, 15, 15 of a triangle are moved along straight
lines g1, g2, g3 are Cardan motions or translations along fixed directions.

5 Conclusion

In the paper at hand we discussed the problem of fitting a given triangle 717575 to three
arbitrary lines ¢;, g2 and g3 in space. We presented a method to compute the solution triangles
and showed that the fitting problem can have up to 8 solutions in the generic case. We also
proved that movability of the triangle along ¢, g» and g3 is only possible in two cases: Either
the lines ¢;, g2, and g3 have to be parallel and the motion of the triangle is a pure translation or
g1, g2, and g3 have a common normal n and the motion of the triangle 777575 along the three
lines is a Cardan motion, i.e., a motion where a right cylinder rolls on (and inside) another one
with double radius.
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Zobrazeni hyperbolického paraboloidu

Navod pro zobrazeni plochy technické praxe
v programech GeoGebra a Maple

Alice Kralova

Abstrakt

Clanek piedkladd odvozeni parametrickych
rovnic hyperbolického paraboloidu. Pomoci
nich miZeme vytvofit grafickou reprezentaci
této plochy v programech GeoGebra a Maple.

Kli¢ova slova: hyperbolicky paraboloid,
zborcend plocha, parametrické rovnice,

Abstract

This article presents the deduction of
parametric equations of the hyperbolic
paraboloid. Thus we can create a graphical
representation of this surface in the GeoGebra
and Maple graphics programs.

Keywords: hyperbolic paraboloid, warped
surface, parametric equations, GeoGebra,

GeoGebra, Maple Maple

1 Uvod

V tomto ¢lanku pfedlozime navod, jakym zptisobem je moZné vytvorit prostorovy model vybrané
plochy technické praxe v grafickych programech GeoGebra a Maple !. Konkrétni postup uk4dZeme
na hyperbolickém paraboloidu, ktery je jednou ze zdkladnich technickych ploch s Sirokym
vyuZzitim ve stavebni praxi. Porovndme nédro¢nost price v obou programech a zminime jeden
podstatny nedostatek, ktery ma GeoGebra oproti Maplu, coz je Skoda, protoze jinak lze fici,
ze prostfedi GeoGebry je na rozdil od Maplu uZivatelsky privétivé a grafické vystupy vypadaji
v GeoGebie o trochu 1épe nezZ v Maplu.

2 Definice a vlastnosti hyperbolického paraboloidu

Hyperbolicky paraboloid patii mezi zborcené kvadriky. Jednd se o pfimkovou plochu 2. stupné.
Zakladni definice tikd, Ze je tvofen mnoZinou vSech piimek, které protinaji zadané tfi (fidici)
mimobé&zky, z nichZ dvé jsou pfimky vlastni a jedna pfimka leZici v nekone¢nu je nevlastni. Ta
je ur¢ena fidici rovinou, s niZ jsou potom vSechny tvorici primky hyperbolického paraboloidu
rovnobézné.

Termin zborcend primkovd plocha oznacuje vlastnost, Ze v navzajem rtiznych bodech obecné
tvofici pfimky plochy jsou te¢né roviny plochy také navzdjem rizné. Disledkem toho je, Ze
takovouto plochu nelze rozvinout do roviny.

"Pouzité programy jsou GeoGebra Klasik 5 a Maple 2023.
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Tvofici piimky m, n, p, . . . hyperbolického paraboloidu, které protinajici fidici pfimky a, b a ¢*,
jsou vzdjemné mimobézné a tvoii tzv. primkovy regulus.

Kdybychom totiz uvazovali, Ze tvofici pifimky m a n plochy mimob&Zné nejsou, znamenalo by
to, Ze urcuji rovinu p, v niZ fidici pfimka a, kterd se s pfimkami m a n protind, musi nutné lezet.
ProtoZe lze totéz fici o fidici pfimce b, budou v roviné p leZet obé piimky a i b, coZ je ve sporu
s predpokladem, Ze se jednd o mimobézky.

ProtoZze je hyperbolicky paraboloid plochou 2. stupné&, protind ho obecnd rovina v kuZelosecce.
V piipadé€ pruniku s nevlastni rovinou se jednd o singuldrni kuzelosecku sloZenou z nevlastnich
pifimek ¢>* a ¢*°. To ndm umoziluje situaci obrdtit a povazovat piimky m,n a ¢* za fidici
piimky hyberbolického paraboloidu a piimky a, b, ¢ za pifimky tvofici. Souhrnné Ize tedy fici,
Ze na hyperbolickém paraboloidu existuji dva pfimkové reguly, kdy pfimky téhoZz regulu jsou
mimobézné a piimky raznych regulli jsou riznobézné.

Témto vlastnostem vyhovuje zaddni hyperbolického paraboloidu zborcenym ctyriihelnikem,
ktery je tvofen Ctyfmi body, které nelezi ve spole¢né roviné, a jejich pruméty do ptidorysny
tvoii rovnobéznik.

Necht jsou dany vrcholy A[6, 0, 8], B[—6, 0, 8], C[0, 4, 0] a D[0, —4, 0] zborceného ¢tytihelnika.
Témito ctyfmi body jsou ur¢eny mimobézné piimky AC' a B D, které patii prvnimu pfimkovému
regulu, a ddle mimobézné piimky AD a BC, které patii druhému piimkovému regulu. Vidime,
ze piimky AD a BC' 2.regulu jsou rovnobézné s rovinou p, kterd je kolma k padorysné 7
a jejiz ptidorysnou stopou je spojnice A;D. To znamend, Ze nevlastni piimka > roviny p pati{
1.regulu.

Zcela analogicky jsou piimky AC' a BD 1.regulu rovnobézné s rovinou o L 7 s ptidorysnou
stopou B; D, takze nevlastni pfimka s* roviny o patii 2. regulu.

Obr. 1. Hyperbolicky paraboloid zadany zborcenym ¢tyfihelnikem.

Konstrukce tvoricich pfimek plochy 1.regulu je zaloZena na jejich rovnobéznosti s nevlastni
pfimkou s> roviny ¢, coz znamena, ptdorys a; hledané pfimky a 1.regulu vedeme rovnobézné
s pudorysnou stopou B; D roviny o. Prisecik X pfimky a; s pfimkou B;C' pfeneseme ve sméru
osy z do bodu X na pfimku BC'. Podobné priise¢ik Y| = a; N A, D pfeneseme doboduY € AD.
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Geometrické vztahy v uvedené konstrukci zajistuji, Ze délici pomér, v némZz bod X rozdéluje
vektor C'B, je stejny jako délici pomér bodu Y viici vektoru AD.

Analogickou konstrukci bychom mohli sestrojit pifimku m = UV 2.regulu plochy. Pfimky a am
obou regult se protinaji v bodé 7" hyperbolického paraboloidu a uréuji v ném tec¢nou rovinu 7
plochy.

3 Vizualizace hyperbolického paraboloidu v GeoGebre

Pomoci vyse uvedenych vztahii vytvofime model hyperbolického paraboloidu v GeoGebfe.
Hodnota parametru ¢ € (0, 1) uréuje polohu bodi X a Y na plose, pticemz

CB=B-C=(-6,-48 = X=C+t-CB=[—6t4— 4t 8.
AD=D— A= (—6,—4,-8) = Y =A+t-AD=[6— 6t, —4f,8 — 8].
Stejny délici pomér bodu X vzhledem k vektoru C@ jako bodu Y vzhledem k vektoru E

znamena uziti jediného parametru ¢ ve vyjadfeni obou bodli X a Y. ProtoZe pro bod 7" na plose
mdme vztah

T=X+u-XY,kde XY =Y — X = (6,-4,8 — 16t) au € (0,1),

jsou soufadnice bodu 7' vyjadieny jako
T = [—6t + 6u,4 — 4t — 4u, 8t + u(8 — 16t)],

coz je soucasné tvar parametrizace plochy hyperbolického paraboloidu.

V GeoGebre otevieme Graficky nahled 3D a do piikazového fadku zapiSeme piikaz ve tvaru
Plocha(-6t + 6u, 4 —4t—4u, 8t + 8u—16tu,t,0,1,u, 0, 1).

Pokud za parametr ¢t nebo u dosadime krajni hodnoty O a 1, ziskdme usecky tvofici zborceny
ctyruhelnik, které zobrazenou ¢4st plochy ohranicuji. Naptiklad pro ¢ = 0 zapiSeme piikaz

Krivka(6u, 4—4u, 8u,u, 0, 1).

Obr. 2. Hyperbolicky paraboloid v GeoGebie.

MiuZeme vytvofit animaci zndzorniujici pohyb tvorici dsecky XY po zobrazené Casti plochy
hyperbolického paraboloidu. Za tim tc¢elem zavedeme posuvnik pos v rozsahu (0, 1), kterym
v parametrizaci plochy nahradime proménnou ¢ urcujici pozici tsecky XY na ploSe. Pfikaz ma
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tvar
Krivka(—6pos + 6u, 4 —4pos —4u, 8pos + 8u—16*pos*u, u, 0, 1).

Dosazenim v = 0 a u = 1 ziskdme krajni body X a Y, takZe naptiklad pro zobrazeni bodu X
zapiSeme

X=(—6pos, 4 —4pos, 8pos).

Pro vytvofeni animace zndzornujici pohyb useCky UV 2. regulu po ploSe nahradime v paramet-
rizaci plochy posuvnikem pos proménnou u, takze piSeme ptikaz

Krivka(—6t + 6pos, 4 —4t—4pos, 8t + 8pos — 16*t*pos, 1,0, 1).
Opét vyznac¢ime oba krajni body U a V' dosazenim¢ =0at = 1.

Kdybychom chtéli vyznacit priisecik 7" ptimky XY 1. regulu s pifimkou UV 2. regulu, vyraz pos
napiSeme misto proménné v v parametrizaci iseCky XY nebo misto proménné ¢ v parametrizaci
usecky UV'. V obou piipadech budeme psat

T=(0,4—-8pos, 16pos—16*pos”2).

Obr. 3. Animace vzniku hyperbolického paraboloidu v GeoGebfe.

Mohli bychom také vytvofit animaci, kterd demonstruje vznik ¢asti hyperbolického paraboloidu
pohybem tvoftici tsecky plochy. Pokud by byl hyperbolicky paraboloid generovan pohybem
useCky XY 1.regulu, v parametrizaci plochy upravime rozsah proménné ¢ od 0 po hodnotu
posuvniku pos. Pro vznik hyperbolického paraboloidu pohybem tse¢ky UV 2. regulu nastavime
od 0 po hodnotou posuvniku pos rozsah proménné u. V prvnim piipadé zadame piikaz

Plocha(—6t+6u, 4 —4t—4u, 8t + 8u—16tu,t,0,pos, u,0,1).

Pokud plochu vytvafi pohyb tsecky XY, upravime zobrazeni tvorici isecky UV od bodu U po
bod 7T tim, Ze v jeji parametrizaci nastavime rozsah proménné ¢ od O po hodnotu posuvniku pos.
Ptikaz ma4 tvar

Krivka(—6t + 6pos, 4 —4t—4pos, 8t + 8pos — 16*t*pos, t, 0, pos).

Pro hyperbolicky paraboloid generovany pohybem tusecky UV nastavime v parametrizaci tvorici
tsecky XY rozsah proménné u od O po pos.

Parametrické rovnice, kterymi je definovan hyperbolicky paraboloid, jsou
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r = —6t +6u,
= 4 —4t —4u,
z = & +8u — 16tu.

JestliZze z prvnich dvou rovnic vyjadiime zavislost parametrd ¢ a « na proménnych z a y jako
t =
u =
pak dosazenim do tfeti rovnice vychazi
z = 4 —I—%xQ —}Lyz.
Plochu hyperbolického paraboloidu bychom tedy mohli ziskat parametrizaci
P(z,y) = (z,y, 4+ 52° — 1v°) |
¢emuz odpovidd mozna definice této plochy jakozto plochy translacni, kdy se parabola s rovnici
z =4 — 1y leZici v bokorysné (y, z) posunuje po parabole z = 4 + g2 v ndrysné (z, z).
Plochu definujeme ptikazem

Plocha(x,y,4 +1/9x™2—1/4y"2,x,—6,6,y,— 4, 4)

a vyznacime paraboly, které zobrazenou ¢ast hyperbolického paraboloidu omezuji. Vykreslime
i paraboly v obou svislych soufadnicovych rovindch. Do parametrizace plochy za proménnou x
postupné dosadime hodnoty —6, 0 a 6, resp. za proménnou y dosadime hodnoty —4, 0 a 4. Jednu
z téchto parabol vykreslime naptiklad piikazem

Krivka(—6,y,8—1/4y"2,y,—4,4).

Obr. 4. Hyperbolicky paraboloid jako translacni plocha v GeoGebre.

Kdybychom chtéli vytvorit animaci vzniku hyperbolického paraboloidu jako translacni plochy,
kdy se parabola v roviné x = 6 posouva po parabole v roviné y = 0, zavedeme posuvnik pos
s rozsahem (—6, 6). Pokud ve vy$e uvedené parametrizaci plochy stanovime rozsah proménné x
od —6 po hodnotu pos, bude se plocharozvijet v kladném sméru osy x. Lep$i vizualizaci ziskdme,
je-li plocha generovédna v zaporném sméru osy z, coZ znamena nahradit v parametrizaci plochy
proménnou z vyrazem —x. Pozadovany vysledek ndm d4 pifikaz

Plocha(—x,y,4 +1/9x"2—1/4y"2, x,—6, pos, y,— 4, 4).
Parabola, jejimz pohybem plocha vznikd, ma parametrizaci

Krivka(—pos, y, 4+ 1/9*pos™2—1/4y"2,y,—4,4).
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Jedna z ¢asti parabol v rovindch y = +4 a y = 0 na zobrazeném tuseku plochy bude mit
parametrizaci napiiklad ve tvaru

Krivka(—x,—4,1/9x"2, x,—6, pos).
Q)

Obr. 5. Animace hyperbolického paraboloidu jako translacni plochy.

Tim se dostdvame k fezu hyperbolického paraboloidu rovinou. Na uvedeném piikladu jsme
nazorné vidéli, Ze fezem plochy byla regularni parabola, jestlize feznd rovina byla rovnobézna
s ndrysnou nebo bokorysnou. Tento piipad 1ze zobecnit na v§echny situace, kdy je feznd rovina A
rovnobéznd s pfimkou p, v niZ se protinaji fidici roviny p a o, aniZ by ale byla rovnobézna s celou
rovinou p nebo o. Za téchto podminek je tedy fezem hyperbolického paraboloidu reguldrni
parabola, nebof nevlastni pfimka [*° roviny A v nevlastni roviné prochdzi nevlastnim bodem P*°

piimky p, v némz se protinaji nevlastni piimky > a s* fidicich rovin p a o 2.

1> k>

Obr. 6. Situace v nevlastni roviné.

Druhou mozZnosti je, Ze se nevlastni pfimka k£°° fezné roviny « protind s nevlastnimi piimkami
a s> ve dvou riznych bodech H{* a H3°. Takovato rovina  je rliznobézna s prusecnici p fidicich
rovin p a o. Jeji fez hyperbolickym paraboloidem je regularni hyperbola za predpokladu, Ze se
nejednd o te¢nou rovinu plochy, kdy by fezem byla dvojice rliznobéZznych piimek.

Pojmenovani plochy terminem hyperbolicky paraboloid je v souladu s tim, Ze na ploSe existuji
pouze dva typy fezii: hyperbola a parabola °.

Pfi zobrazovani plochy hyperbolického paraboloidu ziskdme hezky graficky vystup, pokud
plochu omezime pidorysnou z = 0. Dle piedchozi klasifikace bude fezem regularni hyperbola

2Dvé roviny jsou v prostoru bud'to riiznobéZné, coz znamend, 7e se jejich nevlastni pifmky protinaji v nevlastnim
bodé jejich prise¢nice, nebo rovnobézné, kdy maji spole¢nou nevlastni piimku.

3Ve vyétu zbyva pfipad, kdy je fezna rovina rovnobéznd s fidici rovinou p nebo o, coZ znamend, Ze jeji nevlastni
piimkou je pfimka 7> nebo s*°. V tom piipadé je fez tvofen touto nevlastni piimkou a dalsi vlastni pfimkou, které
tvofi singuldrni parabolu.
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s rovnici

0=4+ 32> —1y° = —g2”+ 2 =1.

Jedna se o hyperbolu se stfedem v pocatku [0, 0], hlavni poloosou a = 4 v ose y a vedlejsi
poloosou b = 6 v ose .

Z predchozi rovnice vyjadiime

y? =16+ 322 = y=+,/16 + 322.

Parametrizace uvazované ¢asti hyperbolického paraboloidu by tudiZ méla tvar

&
P(z,y) = (z, y, 4+ 52° — 1°) |

kde —6<2<6 A —/16+4 g22 <y < /16 + 5a2.

Zde pii pouziti GeoGebry nardZime na jeji omezeni, nebof GeoGebra pii zobrazeni plochy
vyzaduje ¢iselné omezeni obou parametrii. GeoGebra totiz nedokdze vykreslit plochu, kdy je
jeden parametr omezen redlnymi hodnotami a druhy parametr je na ném funkciondlné zavisly.

Pokud bychom chtéli na hyperbolickém paraboloidu alesponi zobrazit hyperbolu, ktera je fezem
plochy rovinou z = 0, je tieba nejprve vhodné upravit rozsah vykreslené ¢asti plochy. Promén-
nou x ponechdme v intervalu (—6, 6), rozsah proménné y ale upravime tak, aby krajnimi body
plochy byly body o soufadnicich [+6, £, 0], kde 3o je mezni hodnota proménné y. Ze vztahu

y:w/16+‘§1x2

ziskdme po dosazeni z = 46 hodnotu yy = /32 = 4v/2. Proménnd y je tedy omezena
intervalem <—4\/§ , 4\/§> Pro vykresleni plochy uZijeme modifikovany piikaz

Plocha(x,y, 4 + 1/9x"2—-1/4y"2,x,—-6, 6, y,—4sqrt(2), 4sqrt(2)).

Upravime zobrazeni hrani¢nich parabol na plose v rovindch x = 6 a * = —6. Pro vykresleni
paraboly v roviné x = 6 v odpovidajicim rozsahu uZzijeme piikaz

Krivka(6,y, 8 —1/4y"2,y,—4sqrt(2), 4sqrt(2)).

Paraboly v rovindch y = +4 nahradime parabolami v rovinich y = +4+/2, takZe jedna z nich
je vygenerovéna piikazem

Krivka(x, 4sqrt(2), 1/9x"2—-4,x,—6, 6).
Parametrické rovnice hyperboly v roviné z = 0 Ize vyjadfit dvéma zplisoby. Jednodussi varianta
pracuje s vyrazem y = +4/16 + %xQ, vétev hyperboly s kladnymi y-ovymi soufadnicemi zada-
me piikazem

Krivka(x, sqrt(16 +4/9x°2),0, x,—6, 6).

Zapis ptikazu pro druhou vétev hyperboly je zfejmy.

a hyperbolicky kosinus, pro néz plati vztah
cosh?t — sinh?*t = 1.

Porovnanim s vySe uvedenou rovnici
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16y’ — 50" = 1
usoudime, Ze vhodna parametrizace hyperboly ma tvar
= 6-sinht,
= 4-cosht,
z = 0.
Nyni musime nalézt meze proménné ¢. PouZijeme vztah, kterym je definovany hyperbolicky

sinus:

. t__.—t
sinht = % .

ProtoZe x € (—6,6), je sinht € (—1,1). Pak —2 < e’ — e~* < 2. Po dpravé fe§ime nerovnice

2 < EEl <9 o et <e¥ 1< 2.
Levou nerovnici pfepiSeme do tvaru

() +2'—1>0 = (€),=—1+ V2.
Vzhledem k podmince e’ > 0 je feSenim nerovnost ' > V2 — 1, odkud ¢ > In (\/5 — 1).
Pravou nerovnici pfepiSeme do tvaru

()’ —2e' —1<0 = (), =1%+2.
Vzhledem k podmince e' > 0 je feSenim nerovnost ¢! < v/2 + 1, odkud ¢ < In (\/§ +1).
Meze parametru ¢ jsou tedy dany intervalem <1n (\/§ — 1) ,In (\/§ + 1) >
Funkce hyperbolicky kosinus definovana vztahem

cosht = %
je sudda funkce, kterd nabyvd hodnot > 1, coz je ziejmé z toho, Ze nerovnost % > 1je
ekvivalentni s nerovnosti (e’ — 1)2 > 0, kterd plati pro libovolnou hodnotu ¢ € R.
Kazdou z vétvi hyperboly v roviné z = 0 je tfeba parametrizovat samostatné uzitim piikazi

Krivka(6sinh(t), 4cosh(t), 0, t, In(sqrt(2) — 1), In(sqrt(2) + 1))

Krivka(6sinh(t), —4cosh(t), 0,1, In(sqrt(2) — 1), In(sqrt(2) + 1)).

Obr. 7. Hyperbolicky fez na hyperbolickém paraboloidu v GeoGebre.

Dale svou pozornost obratime k programu Maple.
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4 Vizualizace hyperbolického paraboloidu v Maplu

VSechny vztahy, které jsme pfi zobrazeni hyperbolického paraboloidu pouZzili v GeoGebre,
zUstavaji v platnosti i pro pouZiti v programu Maple. Vykreslime ¢ast hyperbolického parabo-
loidu, ktera je omezena hyperbolou v ptidorysné. Na plose zobrazime zborceny ¢tyitihelnik a dvé
tvorici usecky, které urcuji te¢nou rovinu 7 plochy rovnobéznou s piidorysnou.

Tim, Ze je te¢nd rovina 7 kolma k prusecnici p fidicich rovin p a o, nazyva se jeji bod do-
tyku 7" s plochou vrcholem hyperbolického paraboloidu. Osou hyperbolického paraboloidu je
pak rovnobézka s piimkou p prochdzejici vrcholem, v naSem piipadé osa z.

Ptikazy, které generuji zobrazeni plochy v Maplu, jsou nésledujici

> with(plots) :tl:=thickness=4:t2:=thickness=3:

> bl:=color=brown:b2:=color=maroon:b3:=color=coral:b4d:=color=red:
b5:=color=blue:

> HP:=plot3d([x,y,4+1/9*x"2-1/4*y"2],x=-6..6,
y=-sqrt (16+4/9*x"2) ..sqrt (16+4/9*x"2), style=patchnogrid) :

hl:=spacecurve ([x,sqrt (16+4/9*x"2),0],x=-6..6,tl,bl):
h2:=spacecurve ([x,-sqrt (16+4/9*x"2),0],x=-6..6,tl,bl):
pl:=spacecurve ([6,y,8-1/4*y"2],y=—4*sqgrt (2)..4*sqrt (2),tl,b2):
p2:=spacecurve ([-6,y,8-1/4*y"2],y=—4*sqrt (2) ..4*sqrt (2),tl,b2):
p3:=spacecurve ([0,y,4-1/4*y"2],y=—4..4,t1,b2):

p4:=spacecurve ([x,0,4+1/9*x"2],%x=-6..6,t1,b3):

ul:=spacecurve ([6*u,4-4*u,8*u]l,u=0..1,t2,b4):
u2:=spacecurve ([-6+6*u, -4*u,8-8*u],u=0..1,t2,b4) :
u3:=spacecurve ([-6*t,4-4*t,8*t],t=0..1,t2,Db4):

ud:=spacecurve ([6-6*t,-4*t,8-8*t],t=0..1,t2,b4):
vl:=spacecurve ([-3+6*u,2-4*u,4],u=-0.5..1.5,t2,b5):
v2:=spacecurve ([3-6*t,2-4*t,4],t=-0.5..1.5,t2,b5):

vV V. V V VvV V V V V V V V V

display (HP,hl,h2,pl,p2,p3,p4,ul,u2,u3,ud,vl,v2,axes=boxed) ;

Obr. 8. Hyperbolicky paraboloid v Maplu.

Pro upfesnéni uvedme nékolik dopliujicich poznamek k vyse uvedenym piikazim. Parametri-
zace vétvi hyperboly, kterd v roviné z = 0 plochu hyperbolického paraboloidu ohranicuje, jsou
oznaceny jako h1 a h2. Dal§imi hrani¢nimi kiivkami na ploSe jsou paraboly p1 a p2 v rovindch
x = £6. Jak jsme jiZ uvedli vySe, pro vykresleni dseku téchto parabol po rovinu z = 0 je tfeba
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proménnou y omezit intervalem <—4\/§ , 4\/§> V soufadnicovych rovindch x = 0 ay = 0 lezi
paraboly p3 a p4. Usecky tvorici zborceny &tyftihelnik jsou definovany jako ul aZ u4. V roving
z = 4 lezi tvorici tsecky v1 a v2 hyperbolického paraboloidu, které jsou uréeny hodnotou
t = 0,5 resp. u = 0,5. Rozsah druhého parametru u resp. ¢ je dany intervalem (—0,5; 1,5), coZ
plyne z pozadavku, aby x-ova soufadnice téchto tsecek byla v mezich od -6 do 6.

Zobrazeni hyperbolického paraboloidu Ize vylepsit tim, Ze provedeme animaci translace para-
boly, ktera svym pohybem plochu vytvaii. Zaroven miizeme animovat i pohyb tvoricich dsecek
1. a 2. regulu po zobrazeném useku plochy. K tomuto tcelu je tieba zavést posuvnik pos, jehoz
rozsah stanovime mezi 0 a 1.

Pohybujici se parabola je ve svych jednotlivych polohdch umisténa ve svislych rovindch o rov-
nicich x = konst s hodnotou konstanty mezi -6 a 6. Tuto konstantu, a tedy i proménnou =,
vyjadiime pomoci posuvniku pos, coZ znamend, Zze musime interval (—6, 6) transformovat do
intervalu (0, 1). ProtoZe hodnota x uvnitf intervalu (—6, 6) ma odpovidat hodnoté pos uvnitf
intervalu (0, 1), je tvar pfevodniho vztahu

r—(—6) pos—0

6—(—6) 1-0
Parametrizace hyperbolického paraboloidu je tim modifikovdna do tvaru

(12 pos — 6, y, 4 + % (12pos — 1)2 — in) ,

= x = 12pos — 6.

kde — /16 + & (12pos — 1)* <y < /16 + £ (12 pos — 1)*.

Pfi rozsahu posuvniku pos od 0 do 1 se parabola pohybuje od roviny x = —6 po rovinu z = 6.
Kdybychom chtéli jeji pohyb definovat v opacném sméru, budeme proménnou x parametrizovat
jako —12pos + 6.

Pro zobrazeni pohybu usecky XY 1.regulu po ploSe nahradime v parametrizaci hyperbolického
paraboloidu, kterd je uvedena na strané 39, parametr ¢ hodnotou posuvniku pos. Pokud chceme
useCku vykreslit v maximalnim rozsahu na zobrazeném useku plochy, omezime proménnou x
hodnotami £6, z ¢ehoZ ziskdme —6 pos + 6u = £6 = —1+ pos < u < 1 + pos. Soucasné
je tieba zajistit, aby usecka XY nepresahovala vyobrazenou ¢ast hyperbolického paraboloidu,
¢ehoz dosdhneme uzitim parametru view, jehoZ argumenty jsou maximalni rozsahy soufadnic
x,y a z, kterymi je vykresleni plochy omezeno. Konkrétné nastavime

—6<r<6 A —4V2<y<4V/2 A 0<z<8.

Zcela analogicky postup volime pro zobrazeni pohybu tsecky UV 2.regulu po vyobrazeném
useku plochy. Zdpis v Maplu rozsifime o niZe uvedené piikazy, pfi¢emZ ndzvy animaci A1, A2
a A3 vlozime do argumentu piikazu display.
> P:={[-12*%pos+6,y,4+1/9* (12*pos—6) "2-1/4*y" 2]},
y=-sqrt (16+4/9* (12*pos—-6) "2) ..sqrt (16+4/9* (12*pos—-6) "2),tl,b2:

> Al:=animate (spacecurve, [P],pos=0..1, frames=50) :

\%

XY:={[-6*pos+6*u, 4—4*pos—4*u, 8*pos+8*u-16*pos*ul },u=—1+pos..l+pos,t2,b5:
> A2:=animate (spacecurve, [XY],pos=0..1, frames=50,

view=[-6..6,—-4*sqgrt (2)..4*sqgrt(2),0..8]):
> UV:={[—6*t+6*pos,4—4*t—4*pos,8*t+8*pos—l6*t*pos}},t=—1+pos..l+pos,t2,b5:
> A3:=animate (spacecurve, [UV],pos=0..1, frames=50,

view=[-6..6,-4*sqgrt (2)..4*sgrt (2),0..8]):
> display (HP,hl,h2,pl,p2,p3,p4,ul,u2,u3,u4,Al,A2,A3, axes=boxed,
scaling=unconstrained) ;
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Obr. 9. Animace pohybu kiivek po hyperbolickém paraboloidu v Maplu.

Posledni upravou, kterou by bylo mozné v rdmci zobrazeni hyperbolického paraboloidu provést,
je animace vzniku plochy translacnim pohybem paraboly, kterd ve vychozi pozici lezZi v roviné
x = 6, po parabole v rovin€ y = (. Parametrizaci hyperbolického paraboloidu vyjadiime ve
tvaru

(—122+6, y, 4 + & (122 — 6)* — 12,

kde proménnou z nastavime v rozsahu od 0 po hodnotu posuvniku pos, ktery sdm nabyva
hodnot z intervalu (0, 1).

Zaroven je tieba upravit zobrazeni paraboly v narysné y = 0 a hyperboly v pidorysné z = 0
tak, aby se vykreslovaly pouze useky té€chto kiivek na zobrazené ¢ésti plochy. V parametrizacich
paraboly p4 a vétvi h1 a h2 zminéné hyperboly nahradime proménnou x vyrazem —12x + 6
a jeji rozsah nastavime od O po hodnotu posuvniku pos, ktery lezi v mezich 0 do 1.

Obr. 10. Animace vzniku hyperbolického paraboloidu v Maplu.

Posloupnost piikazi, které generuji pozadovany vysledek, je proto nasledujici

> with (plots) :tl:=thickness=4:t2:=thickness=3:

> bl:=color=brown:b2:=color=maroon:b3:=color=coral:b4d:=color=red:
> HP_anim:={[-12*x+6,y, 4+1/9* (12*x-6) "2-1/4*y"21},x=0. .pos,
y=-sqrt (16+4/9* (12*x-6) "2) ..sqrt (16+4/9* (12*x-6) "2) , style=patchnogrid:

A:=animate (plot3d, [HP_anim],pos=0..1, frames=50) :
hl:={[-12*x+6,sgrt (16+4/9* (12*x—6)"2),01},x=0..pos,tl,bl:
A_hl:=animate (spacecurve, [hl],pos=0..1, frames=50) :
h2:={[-12*x+6,-sgrt (16+4/9* (12*x-6) "2),01},x=0..pos,tl,bl:
A_h2:=animate (spacecurve, [h2],pos=0..1, frames=50) :
pl:=spacecurve ([6,y,8-1/4*y"2],y=—4*sqrt (2)..4*sqrt (2),tl,b2):
pd:={[-12*x+6,0,4+1/9* (12*x-6) "2]},x=0..pos,tl,b3:

vV V. V. V V V V
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> A_pé4d:=animate (spacecurve, [p4],pos=0..1, frames=50) :
> ul:=spacecurve ([6*u,4-4*u,8*u],u=0..1,t2,b4):
> u2:=spacecurve ([-6+6*u,-4*u,8-8*u],u=0..1,t2,b4) :
> u3:=spacecurve ([-6*t,4-4*t,8*t],t=0..1,t2,b4):
> ud:=spacecurve ([6-6*t,—-4*t,8-8*t],t=0..1,t2,b4d):
> P:={[-12*pos+6,y,4+1/9* (12*pos—6) "2-1/4*y 21},
y=—sqrt (16+4/9* (12*pos—-6) "2) ..sqrt (16+4/9* (12*pos—-6) "2),tl,b2:
> Al:=animate (spacecurve, [P],pos=0..1, frames=50) :

> display (pl,ul,u2,u3,u4,Al,A,A_hl,A _h2,A_p4,axes=boxed,
scaling=unconstrained) ;

5 Zavér

Z vySe uvedeného je zfejmé, Ze uZziti programu Maple rozhodné neni trividlni a vyZaduje pfesnou
znalost a dodrzovani syntaxe uZitych piikazli. Na druhé strané fakt, Ze pii zobrazovani plochy
umi Maple pracovat s funkéni zavislosti jedné vstupni proménné na druhé, tento diskomfort
bohaté vynahrazuje. Lze tedy fici, Ze pokud pfi zaddvani plochy, kterou chceme vykreslit, nim
staci omezit obé vstupni proménné redlnymi Cisly, je snazsi pouziti GeoGebry, jinak je treba
pracovat v Maplu.

Hyperbolicky paraboloid jakoZto plocha technické praxe md uplatnéni ve stavebnictvi, kde se
uziva pro zastfeSeni objektl, které maji nepravidelny ptdorys, rozlehlych hal nebo hangaru.
Nékolik ukazek l1ze najit na strance [3].

Z Cisté matematického hlediska je zadany hyperbolicky paraboloid plochou, na niZ je vrchol
sedlovym bodem, v némz jsou sice obé parcidlni derivace rovny 0, ale pfesto v ném neni lokaln{
extrém.

Pro odlehceni nakonec uved'me, Ze priblizny tvar hyperbolického paraboloidu maji chipsy Prin-
gles.
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Spomienka na doc. RNDr. Jozefa Zamozika, CSc.

Vybor Slovenskej spolocnosti pre Geometriu a Grafiku

Abstrakt

Spomienka na doc. RNDr. Jozefa Zamozika,
CSc., ktory svoju zivotni put ukoncil
17. januara 2023, na jeho vyznamnu ¢innost’
v odbornej a vedeckej oblasti, kde vyrazne
ovplyvnil smerovanie vyvoja odborov
deskriptivna — konstruktivna a pocitacova
geometria.

Abstract

Memories on doc. RNDr. Jozef Zamozik,
CSc., who ended his life’s journey on
January 17, 2023, on his substantial activity
in the professional and scientific field where
he significantly influenced advancement of
descriptive — constructive and computer
geometry.

Docent RNDr. Jozef Zamozik, CSc. sa narodil
18. aprila 1930 v obci Borova pri Trnave v rodine
kovacskeho majstra. Po ukonceni zakladného
vzdelania v rodnej dedine Studoval na gymnéaziu
v Trnave, kde v roku 1949 zmaturoval. Po maturite
kratko pracoval ako uradnik a ucitel. V rokoch 1950
— 1954 absolvoval ucitel'ské Stidium matematiky
a deskriptivnej geometrie na Prirodovedeckej fakulte
vtedajSej Slovenskej univerzity, dnes Univerzity
Komenského v Bratislave, kde ziskal kvalifikaciu
ucitela uvedenych predmetov pre jedendstrocné
stredné skoly a stredné odborné Skoly s akademickym
titulom promovany pedagog. Od roku 1954 pdsobil
ako asistent, neskor ako odborny asistent na Katedre
deskriptivnej geometrie Slovenskej vysokej Skoly
technickej v Bratislave, od roku 1961 premenovanej
na Katedru matematiky a deskriptivnej geometrie
Stavebnej fakulty SVST, dne$nej Slovenskej
technickej univerzity v Bratislave.

Pocas ucinkovania na tomto pracovisku Jozef Zamozik nadobudol v roku 1967 akademicky
titul doktor prirodovedy (RNDr.) a v tom istom roku obhajil dizerta¢nti pracu a ziskal vedeckt
hodnost’ kandidat fyzikalno-matematickych vied (CSc.) vo vednom odbore geometria
a topoldgia na Vysokom uceni technickom v Brne. Po GspeSnom habilitacnom konani bol
roku 1977 vymenovany a ustanoveny za docenta na Stavebnej fakulte SVST v Bratislave. Po
zriadeni Materidlovotechnologickej fakulty SVST so sidlom v Trnave presiel na Katedru
matematiky, fyziky a deskriptivnej geometrie (neskor premenovanej na Katedru matematiky)
tejto fakulty, kde zotrval az do svojho odchodu do déchodku. V rokoch 1998 — 2002 posobil
vo funkcii veduceho tejto katedry. V rokoch 2002 — 2005 bol prvym predsedom Slovenskej
spolo¢nosti pre Geometriu a Grafiku. O ¢innost’ spolo¢nosti sa nad’alej intenzivne zaujimal
ako jej Cestny predseda.

Docent RNDr. Jozef Zamozik, CSc. zomrel dna 17. januara 2023 vo veku nedozitych 93 rokov.
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oblastou celozivotného vedeckého a odborného zdujmu doc. Zamozika. V zaciatkoch jeho
vyskumnej cCinnosti uputala jeho pozornost mechanizicia a automatizacia grafickych
zobrazovacich metdd deskriptivnej geometrie, ktort umoznila prudko sa rozvijajica nova
sl'ubna oblast’ informatiky, pocitacova grafika a jej geometrické jadro - pocitacova geometria.
Postupna informatizacia a intenzivne vyuZzivanie novych informac¢nych technologii zacali
ovplyviiovat charakter vedeckej bazy deskriptivnej geometrie (niekdajSej kral'ovnej
technickych disciplin) a obsah i nazov tohto predmetu patriaceho ku klasickym zakladom $tadia
na technickych univerzitach. Doc. Zamozik zacal intenzivne venovat’ svoju pozornost’ a zamery
svojho vedeckého vyskumu na zachytenie tychto svetovych trendov vyvoja a na uspesné
zakomponovanie modernych metéd a vysledkov do publika¢nych vystupov a tiez do
vzdelavacieho procesu na vysokych Skolach. Na rozhrani zaviSenia klasickej etapy vyvoja
deskriptivnej geometrie, charakterizovanej syntézou syntetickej, analytickej, diferencidlnej
a algebrickej geometrie, a zaciatku rapidneho vpadu modernych technickych prostriedkov do
praxe (a nasledne aj do tedrie) deskriptivnej geometrie stoji ako vyrazny milnik dnes uz
klasicka Konstruktivna geometria pre technikov (Alfa, Bratislava 1978), zrodena zo spoluprace
prof. Medeka a doc. Zamozika — dielo, ktoré by malo byt’ povinnym ¢itanim zékladov teérie
pre kazdu generdciu vstupujucu do sféry zobrazovania geometrickymi metédami v prostredi
akychkol'vek modernych technickych prostriedkov, ako uvadza prof. Cizmar v [1].

Doc. Zamozik chcel vzdy kracat’ s duchom doby. Nikdy nevahal na osvojovanie si novych
poznatkov a techniky obetovat’ svoj Cas a Casto i vlastné finanéné prostriedky a dlhodobejsie
odlucenie od rodiny, napriklad pocas absolvovania studijného pobytu v Banachovom centre vo
VarSave. Spolu so svojim dlhoro¢nym spolupracovnikom a priatelom prof. RNDr. Véaclavom
Medekom patrili k prvym priekopnikom pocitacovej geometrie a pocitacovej grafiky na
Slovensku ako riesitelia dvoch prvych institucionalnych vedeckych projektov Computer
Graphics na SVST, resp. STU v rokoch 1981 — 1985 a 1986 — 1990 v tejto oblasti. Boli
nadSenymi inicidtormi a organizatormi prvych rovnomennych medzinarodnych konferencii
Computer Graphics — International Conference on Computer Graphics venovanych tymto
novym vednym disciplinam na izemi Ceskoslovenska, ktoré sa konali v Smoleniciach v rokoch
1983 — 1987. Nadviazali tieZ intenzivnu spolupracu s geometricky orientovanou vedeckou
komunitou v Rakusku, v ramci ktorej sa konali v rokoch 1986 — 1990 vzajomné odborné
podujatia striedavo v CSR a v Rakusku.

Sériou vyznamnych ¢lankov o tychto odboroch prinasal doc. Zamozik osvetu do slovenskej
geometrickej obce, inspiroval mladych spolupracovnikov k vedeckému badaniu, ku stadiu
problémov i k tvorivej praci v tejto tematike. VZdy neziStne pomahal prislusnikom mladse;j
generacie Vv ich odbornom raste, a rovnakou mierou podporoval Zeny aj muzov v kariérnom
postupe. Niekol'’ko monografii a vysokoskolskych ucebnych textov o zakladoch pocitacovej
grafiky a o dalsich tematickych celkoch geometrie vytvorenych v spolupraci s kolegynami
E. Vrankovou, A. Surovou, M. MisSutovou, I. Markechovou, dcérou Z. Zamozikovou-
Studencovou a D. Szarkovou zohrava trvale vyznamni tilohu vo vzdelavani na technickych
a ucitel'skych fakultach 1 medzi absolventmi tychto $kol.

Stiborné publikacné dielo doc. Zdmozika zahffia 7 monografii (vo vdcSine je spoluautorom;
jedna je na CD-nosi¢i), 5 vysokoskolskych u¢ebnych textov (v spoluautorstve), 51 vedeckych
a odbornych prac v cCasopisoch a vedeckych zbornikoch (na znac¢nej Casti sa podielali
spoluautori) a 12 publikacii osvetového, publicistického a Zzivotopisného charakteru.
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Z poslednej skupiny sa vyrazne vynima knizna monografia Borova pred rokom 2000, ktorou
doc. Zamozik vzdal hold a vyznal svoju lasku k rodnej obci.

Niekol'ko osobnych spomienok na doc. RNDr. Jozef Zamozika, CSc.

... spolu s Jozkom a jeho dcérou Zuzanou som bola pri zrode velmi uzito¢nej publikacie
Slabikar pocitacovej geometrie na CD nosiéi, ktora sme struéne nazvali PG na CD. Bola to
interaktivna prirucka zakladnych pojmov pre vsetkych laikov i odbornikov, ktori sa o tato
oblast’ zaujimali alebo v nej pracuju este aj v sucasnosti. Vel'ky zaujem o publikaciu mali nielen
slovenski, ale aj nasi ¢eski kolegovia geometri. Vel'mi rada spominam na tvoriva spolupracu
s Jozkom. Dobre sa snim spolupracovalo, co moézu isto potvrdit aj d’alSie spoluautorky
a spoluautori spolo¢nych publikacii ...

... Zivot nasho kolegu bol vel'mi plodny nielen v odbornej praci, ale bol aj starostlivym otcom
rodiny, milujucim a milovanym dedkom arozvaznym gazdom prekvitajucej zahradky.
V zahrade by Jozef nechal dusu, staral sa 0 sad a vini¢ — veril, Ze vo vine je pravda a nezabudal
udrziavat svoju fyzicka kondiciu aj vo svojom vysokom veku pravidelnym hranim tenisu. Pre
Jozeta vek bol vel'mi dlho iba €islo ...

Jozef bol korektny, ohladuplny a ustretovy kolega. Rad sa vzdy zastal mladych
ambicidznych adeptiek a adeptov vedy. Vazil si ich snahu vymysliet’ nieco nové a vedel ocenit’
kazdy dosiahnuty, hoci i nepatrny vysledok. Bol ¢lenom oboch odbornych komisii, ktoré
postupne rozhodovali o mojom odbornom raste — najprv dizertacia v odbore geometria,
topologia a pocitacova grafika na Matematicko-fyzikalnej fakulte Univerzity Komenského
Vv Bratislave, potom habilitatné konanie v obore aplikovand matematika na Fakulte
elektrotechniky a informatiky Slovenskej technickej univerzity v Bratislave. Jeho pritomnost’
v komisii bola istou ul'avou, pocitom, Ze sa ma niekto zastane, ak zlyham, nadejou, Ze aspon on
urcite ndjde na mojej praci nieco pozitivne a hodné ocenenia. Vzdy sa mu to podarilo ...

na katedru matematiky MtF STU v Trnave som nastipila ako mlada zacinajlica
vysokoskolska pedagogic¢ka. Na oddeleni geometrie, ktoré viedol Jozef, som vhupla rovno do
zavereCnych prac na skriptdich Zaklady pocitacovej geometrie [3]. Okamzite som bola
zaclenena do mladého pracovného kolektivu, testovania pocitacovych programov a pripravy
rovnomenného predmetu. Predmet sme ucili zac¢iatkom 90-tych rokov v jednych z prvych
pocitacovych miestnosti. Mali charakter laboratdornych cviceni, kde Studenti boli aktivne
zapajani do modelovania geometrickych uloh pomocou pocitaca novo vyvinutymi origindlnymi
postupmi. O nickol'ko rokov neskér mi nas byvaly Student rozpraval, ako boli predmetom
nadchnuti. Okamzite si spomenul, ako im doc. Zamozik prednasal o transformacnych
rovniciach premietania a oni potom doma sami z vlastného zaujmu programovali priemety
obrazkov na listy otvorenej knihy. Ovplyvnilo ho to tak, ze sa dodnes venuje softvérovému
inzinierstvu. NadSenie doc. Zamozika sa charizmaticky prenasalo nielen na Studentov ale aj na
kolegyne a kolegov. Mal dar oslovit’ mladi generaciu. NepopierateI'ne. Bezhrani¢ne do nej
vkladal doveru a inspiroval ju. Pomahal nam najst’ témy, ktorym sme sa mohli venovat
a vytvaral prilezitosti pre na$ odborny rast. Citila som sa ako ryba vo vode, ked’ som pod jeho
vedenim vymyslala mozné rieSenia V prepojeni roznych oblasti matematiky a algoritmy.
Pracovny ¢as nebol podstatny. Konzultovali sme nielen v praci, ale castokrat prostrednictvom
vecernych a vikendovych telefonatov. Ked’ sa bolo treba stretntit’ osobne, sadla som na bicykel
a dobehla som bud’ na fakultu, ku nim domov alebo sme sa stretli vonku na lavicke. Bola to
najma jeho zéasluha, Ze som zostala tomuto povolaniu verna, nasla si v iom zal'ubu a osobnu
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zainteresovanost’. Fraktalova geometria a tedria chaosu, ktorej sme sa spolo¢ne venovali, sa mi
na dlhé obdobie stali hlavnou témou prac a potesenim st mi dodnes.

Publika¢né dielo doc. Zamozika spolu s jeho enormnou pedagogickou a popularizaénou
¢innost'ou, vystiapeniami na zahrani¢nych i1domadcich vedeckych podujatiach, podporou
a vedenim mladych vedeckych pracovni¢ok a pracovnikov, ucast'ou v roznych skisobnych,
obhajobnych, kvalifikaénych a inych odbornych komisidch spolu s jeho mnohymi d’al§imi
spoloCenskymi aktivitami si pravom zasluhuje ocenenie udelenim titulu vysokoskolského
profesora, ku ktorému, zial, pocas jeho zivota nedoSlo. Slovenski geometri Si vSak ctia
a uznavaju zasluhy doc. Zamozika o rozvoj geometrie na Slovensku. Vazia si jeho zéasluznu
pracu pre mladSie generacie, poznajuc jeho nezistnu pomoc v programovych a redakénych
radach konferencii a vedeckych zbornikov a Casopisov, osobitne v redakénej rade nasho
Casopisu G. Nadmieru sme hrdi na skutocnost, ze prvym predsedom naSej stavovskej
organizacie — Slovenskej spolo¢nosti pre Geometriu a Grafiku (SSGG) — bol od jej zalozenia
v roku 2002 do roku 2005 prave doc. Zamozik, a nad’alej zostal v jej vedeni ako cestny
predseda.

., Mily Jozef, drahy kolega a dobry kamarat, dakujeme Ti za Tvoju aktivau cinnost'V spolocnosti
SSGG V zaujme rozvoja slovenskej geometrie. Patril si medzi zanietenych geometrov a bol si
obdivuhodne aktivny takmer az do posledného dychu. Spomienky na Teba zostavaju v mysli
asrdciach celej geometrickej komunity SSGG, ale hlavne jej vyboru 3D, ktory tvori tim
Vv damskej zostave Daniela & Dagmar & Daniela.

Cest Tvojej pamiatke!

Publika¢na ¢innost’
Monografie

1. Medek V., Zamozik J., Deskriptivna geometria v prikladoch, SVTL, Bratislava, 1959
(2. vyd. 1964), 442 s.

2. Medek V., Zamozik J., Deskriptivna geometria v modeloch, SPN, Bratislava, 1969, 56 s.
(s obr.)

3. Medek V., Zamozik J., KonsStruktivna geometria pre technikov, Alfa, Bratislava,
1978, 541 s.

4. Zamozik J. a kol., Technicky slovnik rusko-slovensky a slovensko-rusky, Alfa, Bratislava,

Izdatel'stvo Russkij jazyk, Moskva 1984.

. Medek V., Zamozik J., Osobny pocitac¢ a geometria, Alfa, Bratislava, 1991, 256 s.

6. Zamozik J. a kol., Zaklady pocitacovej grafiky — geometricka problematika, STU 1999,
260 s.

o1

Zaklady _..

ANNN

VNN Fotiatoyel
ZZSKN | Craniy
u‘ [NINN DESKRIPTIVNA -

NE -|. GEOMETRIA

S““ v MODELOCH

SAN ”

50 G - slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 20 (2023), Cislo 39, s. 47 — 55



Spomienka na RNDr. Jozefa Zamozika, CSc.

7. Zamozik J., Szarkova D., Studencova Z., Slabikdr pocitacovej geometrie — CD-médium,
Trnava-Bratislava 2006, ISBN 80-969494-4-6 (www.evim.stuba.sk/~szarkova/PG/).

Ucebné texty

1. Zémozik J., Prehl’ad deskriptivnej geometrie pre posluchdcov dial’kového studia, zosit V.
a VIIL., SVTL, Bratislava, 1954 (2. vyd. 1958), 69+175 s.

2. Medek V., Zamozik J., Deskriptivna geometria, Alfa, Bratislava, 1985 (2. vyd. 1990),
199s.

3. Zamozik J., Surova A., Vrankova E., Zdklady pocitacovej grafiky, V STU Bratislava,
1993. 184 s.

4. Zamozik J., Vrankova E., Misutova M., Stupalova H., Zdklady pocitacovej grafiky, Vyd.
STU Bratislava 1996, 230 s.

5. Vrankova E., Zamozik J., Zamozikova Z., Geometria 1 — KonStrukcéna geometria,
Trnavska Univerzita v Trnave, Pedagogicka fakulta 2003, 212 s.

Clanky
1. Zamozik J., PoznamKy Kk rieSeniu tiloh na vrstevnicovom pliane topografickej plochy,
Sh. ved. prac SvF SVST, 1962, s. 27-37.
Zamozik J., Afinograf v ortogonalnej axonometrii, Mat. v skole 6, 1968, s. 359-364.
Zamozik J., Nicholsonov trojlinear, Mat. v Skole 4, 1969, s. 177-181.
Zamozik J., Konstruktionen der linearen Perspektive mit der Anwendung des
Trilinearsystemes, Apl. mat. 15, 1970, No.3, p. 213-220.
Zamozik J., Raster in der Perspektive, Apl. mat. 15, 1970, No.5, p. 339-351.
6. Zamozik J., Po¢itacova grafika a deskriptivna geometria, Mat. obzory 11, 1977,
s. 23-37.
7. Zamozik J., O viditel’'nosti pomocou niektorych vlastnosti teoérie grafov, Mat. a fyz.
v skole 9, 1978, s. 83-88.
8. Zamozik J., Medek V., Uber den Umriss der konvexen Flichen, Weiterbildungszentr.
Math. Kybern. u. Rechentechn. Sekt. Math. 28, 1978, p. 73-76.
9. Zamozik J., Redukovana booleovska matica, Zb. ved. prac SVF SVST, 1980, s. 9-11.
10. Zamozik J., Zatkova V., Testing of Convex Polyhedron Visibility by Means of
Graphs, Apl Mat. 25, 1980, No. 2, p. 81-86.
11. Zamozik J., Computer Identification of Plane Regions, Apl. mat. 27, 1982, No.3,
p. 209-222.
12. Zamozik J., Graficky systém projektu v pozemnom stavitel’stve, Zb. konf. Pocit. graf.
Smolenice, 1983, s. 218-222.
13. Zamozik J., Szittayova A., Methodics in Free Casting, Zb. konf. Po¢it. graf. Smolenice,
1986, p. 183-186.
14. Medek V., Zamozik J., Free Casting for Chains, Comp. a. Artif. Intell. 3, 1986,
p. 259-264.
15. Zamozik J., Geometry and Computer Graphics Trends, Proc. of the Conf. Comp.
Graph. Smolenice, 1989, p. 145-148.
16. Zamozik J., Gajdos K., O dvoch aplikaciach jedného algoritmu, MFI 3, 1992,
s. 126-130.
17. Zamozik J., Medek V., Gajdos K., Decomposition of a Planar Region, Proc. of Sem. on
Comp. Geom., 1991/92, p. 5-9.
18. Zamozik J., Halabrin M., Misatova M., Convex Hull of a System of Points, Proc. of
Seminars on Comp. Geom., 1991/92, p. 40-45.
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Zamozik J., Surova A., The Analysis of the Operations upon Regions Via the Method
of Determinants, Proc. of Sem. on Comp. Geom., 1992/93, p. 41-52.

Zamozik J., Misutova M., Finite Nondense Point Set Analysis, Appl. of Math. 38, 1993,
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1998, zv. 6., s. 227-234.

Zamozik J., Pocitacova geometria — vyucba v stvislostiach, Zb. 25. konf. o matem.
VSTEP, Praha - Trnava, JCMF - JSMF, 1998, s. 350-354.

Zamozik J., Uber Computer in der Ingenieurgeometrie, Geometrie-Tagung in Vorau
(107 Jahre Drehfluchtprinzip), Tagungsband TU Graz, 1999, p. 218-227.

Zamozik J., Movement in education of geometry, Proc. of 61" Sem. “Geom. and Comp.”,
Wista’99 Poland, p.71-75.

Zamozik J., Markechova 1., Why fractals? Why chaos?, Ved. prace MtF STU v Trnave,
STU Bratislava, 1999, zv. 7, p. 159-166.

Zamozik J., Prispevok k aplikdaciam deterministickych systémov, Ved. prace MtF STU,
2000.

Zamozik J., Ako d’alej ... ? Proc. of Symposium on Computional Geometry SCG'2000 -
Volume 9, Kocovce, p. 190-191.

Zamozik J., Borovi¢ka M., Markechova I., Fractal Dimension of Surface Profile, Proc.
conf. KOM MtF, 2000, p. 115-117.

Zamozik J., Feigenbaumova konstanta (Feigenbaum’s constant), XIX: véd. kolokv.

0 fizeni osvojovaciho procesu, Vyskov, kvéten 2001, CR, s. 449-452.

Zamozik J., Catastrophe theory and chaos theory at school, Proceed of The 1st Intern.
conf. on appl. maths. and informatics at universities 2001, Bratislava: STU, 2001,
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43. Zamozik J., Hrividkova D., Net for evaluation of incomplete Debyegrams, CO-MAT-
TECH 2001: 9.medzin. ved. konf. Cast’ 1. Bratislava: STU, 2001, s. 76-79.

44, Zamozik J., Profesor Vaclav Medek, Proc. of Symposium on Computional Geometry
SCG'2002 - Volume 11, Kocovce, p. 5-6.

45. Zamozik J., Zamozikova Z., Afinity pre IFS, Proc. of Symposium on Computional
Geometry SCG'2002 - Volume 11, Kocovce, p. 99-102.

46. Zamozik J., Richtarikova D., Szarkova D., Zamozikova Z., Pocitacova geometria - PG1
na CD, Sh. 24. konference GCG, Dolni Lomna, CR, 2004, s. 194-199.

47. Zamozik J., Szarkova D., Priese¢niky ¢iar, Proc. of Symposium on Computional
Geometry SCG'2004 - Volume 13, Kocovce, p. 119-124.

48. Zamozik J., Markechova I., Richtarikova D., Geometry and Physics: Bilateral
inspirations in dynamical systems, Casopis G, ro¢. 1, &.2, 2004, p. 35-48.

49. Zamozik J., Zamozikova Z., Faldy (Folding Surfaces), Proc. of Symposium on
Computional Geometry SCG'2007- Volume 16, Kocovce, p. 115-120.

50. Zamozik J., Studenc J., Studencova Z., O morfingu faldovej plochy, Casopis G, roénik
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VSTEZ Trnava, 1992, s. 24-25.

9. Zamozik J., Professor Vaclav Medek, Proc. of Conf. Comp. Graph. Budmerice, 1993.

10. Zamozik J., Polyhistor v matematike (Prof. Harant), Zb. semin. o poc¢it. geometrii,
1995, s. 4-5.

11. Zamozik J., Jancuskova V., Storo&nica Prof. Gabriela Cenéka, Spektrum STU, s. 9-10,
2000.

12. Zamozik J., Borovd pred rokom 2000, monografia, 1999, Vyd. Dobra kniha Trnava,
166 s.

w

Citovana bohata publika¢na Cinnost’ je prebrana z originalneho zapisu doc. RNDr. Jozefa
Zamozika, CSc. na jeho osobnej webovej stranke na adrese: www.ssgg.sk/zamozik. Na stranke
je tiez spomenuté vel’ké mnozstvo citacii jeho prac, ktorych je vSak urcite podstatne viac, ako
je na tejto webovej stranke uvedené.

Nase pod’akovanie patri Zuzane Studencovej, ktora ¢lanok doplnila faktografickymi tdajmi.
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3. Jubilanti oslavujt na konferencii SCG v Kocovciach v roku 2010,
doc. Valent Zat’ko 75 rokov, doc. Jozef Zamozik 80 rokov, prof. Jan Cizmar 75 rokov
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4. Doc. RNDr. Jozef Zamozik, CSc. v kruhu rodiny

Literatura

[1] CIZMAR, J. Osemdesiatiny docenta Zamozika, In G - Slovensky casopis pre geometriu
a grafiku, ro¢. 7, ¢. 13, 2010, 2 s.

[2] www.ssgg.sk/zamozik

doc. RNDr. Daniela Velichova, CSc.
RNDr. Dagmar Szarkova, PhD.
RNDr. Daniela Richtarikova, PhD.

Vybor Slovenskej spolo¢nosti pre Geometriu a Grafiku
Nam. slobody 17, 812 31 Bratislava, Slovenska republika
e-mail: ssgg@ssgg.sk

G - slovensky casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 20 (2023), Cislo 39, s. 47 — 55 55



Abstracts

I. Abrhan: On principle ideals in semigroups with respect to their subsets
Several important concepts of the semigroup theory are defined in the paper, some of the

properties and relations of various principle ideals in subsemigroups are described and
examples of special semigroups with specific ideals with respect to their subsets are presented.

A. Gfrerrer: Fitting a Triangle on 3 Lines

We present a solution to the following fitting problem: Let g, g, g3 be arbitrary lines in space
and let T2, TP, TY be some triangle. Find poses T,,T,,T; of T2, TP, TY with T; € g;,
i =1,2,3. We also characterize the configurations of g4,9,,g9; and Ty,T,, T; admitting
a motion where T; runs on g;,i = 1,2,3.

A. Kralova: Visualisation of a hyperbolic paraboloid. Instructions for displaying

this surface of technical practise in GeoGebra and Maple programs
This article presents the deduction of parametric equations of the hyperbolic paraboloid.
Thus we can create a graphical representation of this surface in the GeoGebra and Maple
graphics programs.

Vybor Slovenskej spoloCnosti pre Geometriu a Grafiku: Memories on doc. RNDr.
Josef Zamozik, CSc.
Memories on doc. RNDr. Jozef Zamozik, CSc., who ended his life s journey on January 17,

2023, on his substantial activity in the professional and scientific field where he significantly
influenced advancement of descriptive — constructive and computer geometry.
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